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Uvod R——
Matematicky popis chovani téles pri silovém a nesilovém namahani

Téleso - kontinuum - popis spojitymi funkcemi (sloZité parcidlni diferencialni rovnice)
Discipliny s pojené s teorii pruznosti

a) Reologie materialii - nauka o zméné vlastnosti latek v Case

® Reologie ma dat odpovéd’ na otazku - jaké jsou deformace a napéti vdaném
bodé daného télesa v urcCitém okamziku

Experimenty a tvorba matematickych modelii materiali
b) Teorie pruznosti - idealizace télesa (napr. idealné pruzné téleso)
@ Pruzny stav pevného télesa je charakterizovan tim, Ze pro kazdou teplotu

télesa existuje nezavisle na case vzajemna jednoznacna zavislost mezi
napétimi a deformacemi

Hleda se odezva staticka pripadné dynamicka na pulisobeni sil - napéti a deformace
c) Matematicka a aplikovana teorie pruznosti - zvétSuje se rozsah reseni dloh
d) Linearni a nelinearni teorie pruznosti. Plasticita

& Plasticita - neplati Hooketiv zdkon

e) Matematicka a aplikovana teorie plasticity - spousta novych modelt

f) Teorie pruznosti a stavebni mechanika - aplikace poznatki
na reseni stavebnich konstrukci

Zavadi se rada hypotéz a principi - vychozi predpoklady pro sestaveni teorie



Zakladni hypotézy a principy

Hypotéza o spojité strukture télesa - spojité prostredi (mechanika kontinua)
Jiné teorie - existence individudlnich ¢astic - diskrétni teorie pruZnosti

Hypotéza o nenapjatém pocatecnim stavu télesa (pocateéni napéti je rovno nule)
Napéti stanovena v teorii pruzZnosti nejsou skutecnymi napétimi v télese, nybrz
prredstavuji jen prirtistek napéti ve vySetirovanych bodech k pocate¢nim napétim

v tychZ bodech

Materialovy model - idealné pruzny, kulova izotropie, dokonale homogenni
Linearni zavislost mezi deformacemi a napétimi

Mezi hypotézy lze zahrnou predpoklad, Ze stav napéti vdaném bodé, nezbytny
pro posouzeni pevnosti materialu v okoli tohoto bodu je urcen stavem pretvoreni
v témzZ bodé

Princip lokality ucinku rovnovaznych zatézovacich soustav vnéjsich sil
Saint-Venantiv princip lokalnosti

V Klasické teorii pruznosti se predpoklada:

a) Posuvy télesa jsou malé oproti linearnim rozmérim télesa

b) Pomérna protazeni tak, i pomérna posunuti (ihly zkoseni), v materialu jsou
zanedbateln€é mala oproti jednicce

c) Uhly stoceni (deviace) jsou malé oproti jednicce a ¢tverce thlf stoéent
jsou zanedbatelné mala proti pomérnym protazenim a posunutim

Nasledkem uvedenych predpokladu vypadaji z ramce klasické teorie pruznosti
ulohy nelinearni. Ty se resSi v souladu s nelinearnimi teoriemi pruznosti



Jednotliva pole v teorii pruznosti 2

V teorii pruznosti stav télesa popisuje pomoci poli V metodé koneénych prvki
1. Pole posunuti je téleso diskretizovano

2. Pole deformaci (pretvoreni) — )

3. Pole napéti BRI

TaZeny prut

Hledame zakladni vztahy mezi jednotlivymi slozZkami poli

1. Deformace <@ Posunuti
2. Napéti ﬁ Deformace (pretvoreni)

Visuta lavka, Kolin
_3. Dalsi vztahy (napr. podminky rovnovahy, rovnice kompatibility)

Pole posunuti Uy, Uy, u, slozky vektoru posunuti u

t >0 Uy
u= {uy} = {Ux Uy uZ}T (1)
uZ
U, = U, (x,y,z,t) =x —x
uy =uy(x,y,z,t) =y —y (2)
X u, =u,(x,y,z,t) =2 —z
' Pole posunuti u=u(xvy,zt)
7 u=uxyzt) Pole posunuti ve statice U = u(x,y, z)




Pole posunuti - pokr.

Oznaceni slozek posunutl’
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Slozky tuhého pootoceni  wy, wy, w, jsou také
funkcemi jednotlivych souradnic X,Y,Zz,t.
o \*’ T— 1 'j.‘fia
f 1\ e 90 D"E),
a ‘ 9o° x o v /7 v 4 -
: = ’* , Prumeét kvadru pred deformaci a po deformaci
(/),l 2;‘ rorng OXy
' ’\‘90' £y G : o o,
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slozky tuhého pootoceni celkem vyznam,
nebot nezpusobuji Zddnych napéti
a pretvoreni elementarniho kvadru.



Pole deformaci

Mira deformace

du,
du =< duy » [(3) duy,du,, du, slozky vektorudu
du, /\‘

.//

A@JJ)B@+dLy+dj;+d@

Dva sousedni body po deformaci

e B
dr' =dr+ug —u, =dr+du

Kvadrat vzdalenosti mezi body A a B pred deformaci

dr? = dx? + dy*? + dz?

Po deformaci

(dr')? = (dx + duy)? + (dy + du,)” + (dz + du,)?

Necht X1 =X, X =Y a x3=z

Po rozvinuti vektoru uz do Taylorovy rady, potom 1. Clen

3
ou
Up = uA _a xk

ou
Potom du=ug-—u,y = L
axk
k=1 .
ou; ouy, 0uy,
(dr')? = (dr + du)? = dr? + 2drdu + du? = dr? + 2 Z duio—tdx+ ) x;d%;
0x; _ dx; 0x,
[,j=1 i,j,k=1
v /7 Vv Ll Vé aul au.]
Prostfedni ¢len lze zapsat s vyuZitim z dx;=— z dxj ——dx; .
x, 0x;

i,j=1 i,j=1



ij=1

&;j jsou slozky tenzoru deformace &.

) 1 6ul
Nakonec (dr )2 = drz + 2 z gij dxl-dxj, kde gij T E ax]

ou;
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0x; ax,-

Nebo po rozepsani zaménou x,yazzali,j
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Slozky tenzoru deformace & -

Exxr Eyyr €22, Exyr €yz, A Ezx

Podrobnosti o uvedenych rovnicich budou diskutovany pozdéji.



Pole deformaci - pokraéovani

Teorie malych deformaci - nejvetsi posunuti jsou rddoveé mensi nez nejmensi
rozmeér télesa, nejvetsi vzajemné pootocCeni

diferencilnich Gseéek pred a po deformaci
1 aui au] lferenciainicn usecexK pred a po aerormaci

T
s 7 + o (6) jsou mensi nez ok tj. 3"

Deformaci libovolného elementarniho objemu télesa, ktery mél pred deformaci tvar
elementarniho kvadru je moZno si predstavit jako radu jednodussich pretvorenti.
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Sest slozek pretvoreni - tri slozky protaZeni hran a tri slozky zkoseni (pomérné posunuti)
Pomeérna protazeni hran - pretvoreni prvého druhu &y, €,,, £,, - méni se objem i jeho tvar

Zkoseni - pretvoreni druhého druhu &y,, €,,,, £, - po pretvoreni zkosenim ziistava
objem v okoli zkoumaného bodu nezménén, méni se pouze tvar
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Objemové pretvoreni se urci jako soucet
pomérnych protaZeni ve trech vzajemné
kolmych smérech

9=(01+ exx)(l + eyy)(l +¢&,,)— 1.

Po zanedbani malych veli¢in druhého a

tretiho radu

(7)

U =gy + &yy + &5

Pomérné objemové pretvoreni v bodé

se rovna souctu pomeérnych protazeni.

1
Stredni protazeni ¢&s = 3 (Exx t &y + Ezz), J=3&. (8)

Nejcastéji se
uvadi znazornéni
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-y

. (1

S

H R H A
".‘ ".."'.-
S

-’-’




Matice I 1 1 7 \ £
Exx 2 Exy 2 Exz y (A
|
T, = |1 el @ =
e =|=¢ 3 —€ ' g
2 yx yy 2 yz : Ezy
1 1 h rx Exx
B €zx 2 €zy  &zz . r Eyz —
L v L V4 Ve } _____ J_ - == -
se v teorii pruznosti nazyva 7—(?» Ezx x
tenzorem pretvoreni (deformaci) 7 o g xz
7’ ZZ

Plati |€xy = €yx» €yz = Ezy) Exz ™ Ezx

(10)

Exxr €yyr €220 Exyr Eyzr Ezxr Eyxr €2y Exz

Deformace v libovolném bodé télesa

je popsana vektorem

fgxx\

™
|

\Ezx /

e=¢&(x,y,21t)

={€xx Eyy €zz & Eyz gzx}T (11)

£ - vektor slozek Pomérné deformace (pretvorenti) télesa jsou v sousednich

deformaci

bodech télesa obecné rizné, v dynamice i funkci ¢asu. Pod
vlivem vnéjSiho zatiZeni vznika v télese stav deformace (pole
pretvoreni nebo jinak pole deformaci).



Rozklad pretvoreni (deformaci) na Cisté objemové a tvarove

Pevnost materialu je zavisla nejen na velikosti napéti, ale i na charakteru napjatosti.

Télesa odolavaji velmi dobre vSestrannému tlaku (ocel), naopak nékdy se porusi
i pri nevelkych zatiZenich (cihelny strep).

V souvislosti s tim se ukazuje vhodnym oddéliti od celkové deformace télesa slozky

spojené se zménou objemu a zvlast vySetrovati slozky pretvoreni, které se vztahuji
ke zméneé tvaru.

RozliSujeme pripad vSestranného rovnomeérného tahu (pripad ,Cisté objemového“nebo
,2volumetrického" pretvoreni) a ,pretvoreni tvarové“ (jinak ,uhlové“ nebo ,deviacni®).
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Rozklad slozitého pretvoreni krychle na , Cisté objemoveé“ a ,Cisté deviacni”
a) Méni se pouze objem - tvar se neméni U= gy + &y + &35
b) Méni se pouze tvar — objem se neméni

9= (g — &)+ (eyy — es) i e e

1
Bl (exx + &yy + €22)

& 00
K.=|0 & 0[] (12) Kulovy (volumetricky) tenzor pretvoieni (deformaci)
0 0 &
1 1
Exx — &s 2 Exy 2 Exz
1 1 13) Deviator pretvoreni (defi 1
D, = o Gy =& & (13) \% pretvoreni (deformaci)
1 1
2 Ezx 2 Ezy €zz — &s
1 1
Exx ngy ngz
Sriiiiid 1 1
Je ziejmé, Ze T.=K.+D..| (14) T, = S8 &y &y
1 1
Eszx Egzy €2z




Pole napéti V%0

- Bod M
/. PlochadA

TELESO

VNITEI SfLY \ e |
\ /&
VNEST siLa J AN A
Z /dF je sila piisobici na plochu dA
PLOCHA ROZDELUNCT TELESO Bod M (x, Y, Z)

Og = O'O(X,y,Z)

dF

Vektor o, je Casto rozkladan na o, (normélovétnapéti) — smeér shodny
s orientaci normaly v na ploSe dA a na g; (teCné napéti) leZici o

=— | (15)
v roviné plochy dA. Napéti o, se nazyva plné napéti. dA

SlozKky napéti plisobici na tirech
vzajemné kolmych ploskach
rovnobéznych s rovinami
definovanymi systémem
souradnic jsou oznaceny takto:

sloZKy g, jSOU Oy, Oy x, Oz
slozky a,, jsou dy,,, 0y, 05,

slozky g, jsou a,,, 0y,,, 0
Oznadeni plného napéti v bodé Y 0z SEeE e
plogky s danou normalou Oznaceni plnych napéti ve vsSech ctytech sténach ctyisténu

- vyriznutého v daném bodé
Plati 0§ = oy, + 05, + 07, (16) L



Slozky oy, 0y, 0,, predstavuji normalové napéti y } “yy
|
v v =/ > 2 V4 v 7 O-x
y
Slozky oy, 0,,, 0, Predstavuji tangencialni napéti /:
/e
9z 4
Oznaceni slozek napéti na sténach nekonecné o Y Oxx
7 a Fi . . 4 7 7 yA —>
malého (infinitezimalniho) kvadru 0 }' o _ R
Zobrazeni sloZek - kladny smysl ) —| Oz x
s "
Matice ;. Ozz

Oxx Oxy Oxz
T,=|9%x Oyy Oyz||(17)
Ozx Ozy Ozz

se v teorii pruznosti nazyva tenzorem napéti
je symetricka | oy, = 0y, Oy; = O3y, Oz = Oy

Pod vlivem ptlisobeni vnéjsiho zatiZeni

A eay S .
vznika v télese pole napéti L
Stav napéti v bode A(x,y, z) popisuje tenzor napéti pro tento bod /Efi

T
Ty
T f :
tle) Al
T ()

Stav napéti v libovolném bodé A(x, y, z) 1ze jednoznacné
popsat pomoci vektoru napéti

O- \4 4 7
(Oxx Vektor slozek napéti

0 = O'(X, 3’; Z, t) 7= Oxy ¢ ={%x Oyy Oz Oxy Oyz Ou}l|(18)




Analogicky rozkladu plného pretvoreni (deformaci) elementarniho kvadru Ize rozlozit
i slozky tenzoru napéti.

Analogicky stredni napéti os =1/ 3(0xx + oyy + Uzz) (19)
Slozky vyvolavajici zménu objemu SloZky podminujici zménu tvaru
y ' 1 Oy Yy L* Oyy-0s
| i Oy
i l v Uzyi;.)_ /‘/
Os i o O Os Oxx™Os
——— - | O R and
el i x
z { o
oo 0 O
K,=]10 o5 O (20) Kulovy (volumetricky) tenzor napéti
0 0 o
Oxx — Os Oxy Oxz
D, = Oyx Oyy — Os Oyz (21) Deviator napéti
Ozx Ozy Ozz — Os

SloZenim vysSe uvedenych vztaht T,=K;+D,.| (22)




Formulace uloh v teorii pruznosti a plasticity

Formulace je neobycejné obecna ve srovnani s naukou o pruznosti a pevnosti
VySetruje se libovolné téleso - téleso trojrozmeérné

Téleso je obvykle zadano rovnici plochy ®(x,y,z) =0

Na téleso pusobi vnéjsi sily a vnitini sily. Téleso je podepreno - spojeno s jinymi télesy.

Sily mohou byt statické i dynamické.

Pri reSeni uloh lze pouzit i jiné systémy souradnic neZ pravouhle.

(valcové, kulové, polarni atd.)

Hledanymi veliCinami jsou prevazne slozky posunuti a napéti.

Nékdy také slozky deformaci.
uy = 1l y,2,t), u, = fo(x,y,2,t), u, =fz3(x,y,21t) } Pole posunuti 3 funkce
Exx =f4(x;}’;z;t)» gyy :fS(x)y;Z;t); Ezz =f6(xiy'z't) ) v v ’ ’

_ _ _ - Pole pretvoreni 6 funkci

gxy - f7(x’ y’ Z’ t)’ gyZ - f8(x) y) Z) t)) g.XZ - fg(x' y’ Z’ t) (deformaCi)
Oxx = f10(x, 3,2, 1), Oyy = f11(x,y,2,t), 0, = f12 (x,y,2,t) | Pole napéti 6 funkci
Oxy = fiz(x,y,2,1), Oyz = fia(x,y,2,1), 04z = f15(x,¥,2,t) )

Celkem 15 funkci pro popis chovani télesa.

Pro analytickeé reSeni statického a dynamického chovani (tj. urCeni posunuti,
deformaci a napéti) pri pusobeni zadaného vnéjsiho zatiZeni a teploty je nutno
definovat zakladni rovnice teorie pruznosti vyhovujici okrajovym
podminkam (predepsané silové ptisobeni nebo predepsané posunuti).

J\




Zakladni rovnice v teorii linearni pruznosti

1. Statické podminky rovnovahy
2. Vztahy mezi deformacemi a posunutimi

3. Vztahy mezi napétimi a deformacemi

4. Doplnkové rovnice - rovnice kompatibility

Je nutno definovat 15 rovnic

Teorie napjatosti (statické rovnice)
Zvolime nekonecné blizko k bodu A bod B.

V bodé B se slozky napéti lisi od slozek v bodé A.
Toto plati za predpokladu, Ze napéti jsou spojitymi
funkcemi. Roviny ploch jsou kolmé na osu x.
Slozky napéti v bodé B lze vyjadrit s postacujici
presnosti pomoci slozek napéti v bodé A.

do do do
Oyy = Oxx + 0; dx + a;x dy + a;x dz
Z
do do do
O A=t e e S e s
e o 4 er 0x 0 0z
Napéti o l1ze rozlozit na slozky y
podle smérli souradnic P s e 00, AT 00, St 00, o
7SN 179G

Oxxr Oyx  Ogy d0x dy 0z



LeZi-li oba vySetrované body na primce rovnobézné s nékterou z os souradnic
vztahy se zjednodusi. Napr. primky AB je rovnhobézna s osou x, potom

do do do
/ XX / yx I} ZX
A e Ol G t—h G Al dx, O,,= O, + dx.
S yise Ox ) VX VX ax bow Al zZX dx
vs o E : , 00
Prirdstek funkce do,., na délce dx je zapsan a;x dx, atd.
ao_ ao—xy
Oyy + Y dy Oxy + 5 dy
¥ T ady 00,y [
' Ozy + 3 dy |
/| l Ozz y
A 90 a0 + 20
Z xx o=t == - O
] . VX
Oxx dy! Oex T 0 dx sz,/—r,/ : Oy fi/J/ g
R I S R i e P
SR CEEE o / x do
z / ? 7 ’ 5'_ 7\ 0
/ // | ” i aCT
do,; do, Ory + ——=d
Xy xz 0z
Oz, + 3, dz l Tyy Oxy + e dz
OznacCeni normalovych napéti na vSech Oznaceni tangencialnich napéti na vSech
sténach elementarniho kvadru sténach elementarniho kvadru

Diferencialni rovnice rovnovahy a pohybu

Predpoklada se, Ze téleso (nekonecné maly kvadr) v prostoru je v rovnovaze.
Musi byt splnéno Sest rovnic (silové a momentové podminky rovnovahy)

zX=O,ZY=O,ZZ=O a EMx:OrzMy=O»zMZ=O' (23)



Je-li téleso v pohybu pak prave strany rovnic nejsou nulove. Posunuti u,, u, a u,
jsou velmi mala, potom priaméty zrychleni

d*u, d*u d*u

“ .. . y Rt y4

(Sedaniie dt? "’ A dt2 "’ Az = Uy dt2 (24)
; ; : ; d’u,

Napr. pohybova rovnice pro smér x E X=m (25)

2. Newtontiv zakon d g

Po rozepsani rovnice prechazi na tvar

00,
RSk I dx|dydz — o,, dydz +

Oxy o i 00,
Oxy + W y|dxdz — 0y, dxdz + |0y, + ydz

X je objemova sila ve sméru osy x
p je specifickd hmotnost

dydx —

d*u
—0,, dydx + Xdxdydz = pdxdydz dtz"

Po Upravach a pro dalsi dva sméry ziskame rovnice rovnovahy (statika)

Dynamika - pohybové rovnice 00y,  00yy + 00y, L X =0
00,y 00y, 00y, d?u, 0x dy 0z
+ + +X=p

dx ~ dy 0z dt? do do do

Yo 9o B 2 Z 24+ L 4y=0 | (26)

Oyx | 0%y 0%z  \ _ pd Uy 0x dy 0z

dx oy 0z dt?

do,, 00,, 00,,
00,, 00,, 00, d?u, + 7 =
Yy 7 =
ax " ay "oz 4T P A ox ~ dy 0z




Momentové podminky rovnovahy ey + 5 dy
y
. dZw/ |
Napr. M, =0, vdynamice z M, =] & /. '—L
9 g dtz d ! // aayx
b > l/-cryx+—dx
s 0x
— |o +60£d dxdzﬂ—a dxdzﬂ+ ol 1
s GRS 4 e 2 N AT i il .
do dx dx d2w’ i Nzt~
+ |0y + a—;;xdx] dyd27 o ayxdydz7 = 0 nebo J dtZZ / 2 Oxy
LI ALl v 4 U w\% 4 /4 /7 v 7 dzzo(‘)é 7 4 /7
Veli¢iny nekonecné malé ¢tvrtého a patého adu se —z uhlové zrychleni

zanedbaji. Zlistanou pouze ¢leny nekone¢né malé

tretiho fadu oyxydxdzdy, o,,dxdzdy. ’ Lo J hmotny moment

setrvacnosti
Jedna se o zakon o sdruzenych tangencialnich napétich

Tedy Oxy = Oyx, Ozx — Oxz, Oyz = O0zy -

V kazdych dvou vzajemné kolmych rovinach se slozky tangencialnich napéti, kolmé k
prisecnici téchto rovin, sobé rovnaji a sméruji pri tom bud’ obé k prisecnici nebo obé
od ni.

PocCet neznamych funkci napéti je tedy pouze Sest.

Pri reSeni je nutno provést integraci diferencialnich rovnic s cilem ziskat obecny
tvar hledanych funkci. Je treba urcit integracni konstanty v zavislosti
na okrajovych podminkach.



OKkrajové podminky

Potreba stanovit vztahy mezi vnéjSimi (povrchovymi) silami a vnitinimi silami.

y !
VY normala k ploSe N
i
Plocha 4, | Plocha A4,
Plocha A, I
|
e X
0
g
)
Trojnasobné |4 |
Z $ikma plocha  Z ~~ Plocha 4,

Podminka rovnovahy primeétt do osy x OxyAy — OxxAy — OxyAy — 0 A, =0

Pomeér plochy kterékoliv ze tri kolmych stén k ploSe Sikmé stény je dan kosinem uhlu,
A A
ktery spolu sviraji X = cos(x,v), —=2= cos(y,v) a — = cos(z,v).
AV % AV
Oxy = Oxx COS(X,V) + 0y, cOS(y, V) + 0y, c0s(z,V)

Zavedme oznateni  cos(x,v) =1, cos(y,v) =m, cos(z,v) = n. (27)

TotéZ pro sméry y a z. Takto ziskame tri podminky na povrchu (silové okrajové podminky)

Oyxl + oyym + ay,n (28)

Ozl + 0,ym + a,,n




VySetirovani stavu napéti vdaném bodé télesa. Hlavni napéti.
y 4 v 7 v v £ v 2 _ 2 2 2
PIné napéti na vySetiované ploSce o = 0fy +0opy + 05 (29)

Slozky 0y, 0y, 05, Obecné vzato nejsou ani normaloveé ani tangencialni napéti,
a proto nejsou pro posouzeni pevnosti vhodné.

Promitneme-li slozky 0y, 0yy, 07y, do sméru normaly v dostaneme normalové
napéti na Sikmé plosSce

m n
0y = Oy C0s(x,V) + 0y, cos(y, V) + 0, cos(z,v).

Po zohlednéni podminek rovnovahy (28) na plosce (jako na povrchu) a rovnic (27)
l2

0y = Oxxl? + 0yym?* + 0,,n* + 20,y lm + 20;,,mn + 20,,nl. (30)

=/ 7 v 7 7/ v v v/ L] 2 — 2 2
Tangencialni napéti na téZe ploSce se urci z rovnice gy = oy +1°. (31)

V piipadé, Ze plati na této ploSce T = 0, potom ¢? = gZ. Tato ploska se nazyva hlavni.

Z uvedené podminky Ize urcit hlavni napéti i polohu plosek na nichz hlavni napéti
pusobi.

Oznacime-li prozatim hlavni napéti o a promitneme-li toto napéti do os x, Y, z potom

o cos(v,x) = ol = g,,, Oy = Opxl + Opym + ayym

o cos(v,y) = om = g, - Oyy = Oyxl + 0yym + gy,n -

o cos(v,z) = on = gy,. gy = Ogxl + Opym + 0,5m




Po dosazeni za g,.,, 0y, 04, Viz uvedené rovnice (28), a po aplikaci rovnic (28)
obdrzime

ol = Oyl + Oxym + 0y,n,
om = oyl + oy,m + 0y,
on = ol + 0,,m + g0

Krom toho plati | 2 + m2 +n2 =1.

(32)

Posledni Ctyri rovnice obsahuji ¢tyri neznamé (hlavni napéti a jeho tri smérové kosiny).

Prvni tri rovnice lze prepsat takto:

(Oxx — )+ OxyMm + 0y =0 Oxxy — O Oxy Oxz )

ayxl + (ny — a)m + oy,n = 0 | nebo Oyx Oyy — 0 Oyyz me =
g g Oy — O

Ozl + 0,ym + (0,, —0)n =0 2x o g n

0
0
0

Homogenni rovnice maji reSeni, kdyZ determinant soustavy rovnic se rovna nule

Oxx — O Oxy Oxz
Oyx Oyy—0  Oyz |=0 (34)
Ozx Ozy Ozz — 0

Po rozvinuti determinantu ziskdme polynom 3. stupné€, kubickou rovnici s koreny
01, 02, 03

3 2 2 2 2
o +o (O'xx s Oyy - O'ZZ) s a(axxayy +ayy ()2 5800 s (E8 = Oxy — Oyz — sz) =
2 2 NYE
_(Jxxayyazz + 2O-xyayzazx — OxxO0yz — OyyO0zx — Gzzaxy) =0

Usporadame koreny - hodnoty hlavnich napéti

01 = (o)) = O3 (35)

(33)



Existuji tri plochy dA (vzajemné mezi sebou
kolmé), pro které napéti o v libovolném bodé 2
A (x,y,z) dosahuje hodnotat = 0:

Y Hlavniosy 1,2 a3

Omax 4 Omin
Smeéry normal na téchto trech plochach definuji hlavni

osy napéti v daném bodé. V hlavnich
osach jsou teCna napéti rovna nule.

Mame-li vypocteny hodnoty a4, 05, 03 Ize

dopocitat pomoci uvedenych rovnic sméry hlavnich

os. Pro g; hodnoty [;, m;,n, a pro g, hodnoty 03
l{, mq,n4. A nakonec pro o3 hodnoty I3, m3, n;. 3

Oxx Oxy Oxz
Oyx Oyy Oyz| vbodé A4 elementarniho hranolu
Ozx Ozy Ozz

Mame-li tenzor napéti T, =

v lokalnich osach x, y a z, potom tenzor napéti T} v lokalnich osach x’, y' a z' téhoz
hranolu lze vycislit ze vztahu

T =LT,LT, (36) l

kde L je transformac¢ni matice L=|l, m, ny,| obsahujici smérové kosiny

carkovanych os.



Invarianty tenzoru napeéti
Hlavni napéti vdaném bodé existuji a jsou nezavislé na zptsobu jejich vypoctu,
to znamena jsou invariantni k transformaci systému souradnic.

Koreny kubickeé rovnice jsou nezavisle na volbé systému souradnic - koeficienty
jsou invarianty transformace souradnic

03 —oc?c! +oc!! - =0 | (37)

kde ¢!, o', 0! jsou invariantni vztahy - prvni, druhy a tfeti invariant tenzoru napéti.

Tedy | o' = 0y, + 0yy + 0,, = konst. k' (38a)

o'l = 0y 0yy + 0,0, + 04,0, — 0%, — 05, — 02, = Konst. k" (38b)

1 _ 2 2 2 _ 111

Pro kontrolu vypoctu hlavnich napéti lze pouzit vztah (stopa matice - tenzoru)

o' =0y + 0y, + 0, =0, +0,+03

Treti invariant (kubicky) je vlastné rozvinuty determinant

Oxx Oxy Oxz

I _
O =4l Oy Ot Oy
Ozx Ozy Ogzz
op0 0 O
Pro kontrolu vypoctu lze také pouzit ol =|0 o, 0| = 0,0,0;

0 0 O3



Druhy invariant (kvadraticky) predstavuje soucet minorti determinantu

e Loy Oxx Oxz el Oyy Oyz
O-y X O-yy Ozx Ozz O-Zy Ozz
Kontrolu spravnosti Ize i provést pomoci vztahu
oqp 0 o, O o; O ‘
I 1 2 3
g’ = = 0,0, + 0,03 + 0304
0 o)) 0 O3 0

V teorii napéti, jakoZ i v teorii pretvoreni (deformaci) je invarianty treba povazovat
za zakladni charakteristiky stavu napéti a stavu pretvoreni (deformaci) v bodé.

I

Invarianty tenzoru napéti ¢/, s’ a ¢! se také oznacuji I, I, al; .

Oxx — Os Oxy Oxz
Pro deviator napéti D, =| Oyx Oyy — Os Oyy lze urcit obdobné invariaty
Ozx Ozy O0zz — Os

nazyvane invarianty deviatoru napéti J;,/, a J3

Oznaéme Syx = Oxx — Os, Syy = Oyy — 05 A S,, = 0,, — O, potom invarianty
J1,J> a J3 jsou definovany takto

Syy Oyz
Ozy Szz

Sxx Oxy Sxx Oxz

2y Oyx Syy

]3 = |Da|

+ +

O-Z.X,' SZZ



Zapsano pres hlavni napéti

J1 = (01 —05) + (0, —05) + (03 —05) =0
Pouze smyk

4 \

2
J2 = 5(0123 + 0ty + 053) =

[(01 — 02)% + (02 — 03)° + (03 — 01)°]*

Pouze smyk

A
4 \

J3 = (04 — 05) (0, — 05)(03 — 05) = 57 (013 + 012) (021 + 023) (031 + 033)

Vyuziti u nelinearnich materialovych modelt

1
6

Oktaedrické napéti

Napéti na ploskach stejné naklonénych ke hlavnim rovinam. Tyto plosky nazyvame
oktaedrické.

1
Smérové Kosiny viici hlavnimosam |l=m=n=—

V3

V souladu s vzorci (28) a (29) 01y = 041, 03y = 0ym, 03, = 03N

Pro plné napéti na oktaedrické ploSce mame rovnici

1
oé = 5(012 + 05 + 0%). (39)

Ctverec (druha mocnina) plného napéti na oktaedrické plosce Oktaedricka ploska
se rovna se aritmetickému priiméru ¢tvercti hlavnich napéti.



Podle vzorce (30) (0, = Oyxl® + 0yym? + 0,,n* + 205ylm + 20y,mn + 20,,nl)

e

0okt = = (01 + 05 + 03) neboli  OTokt = Ts-  (40) 0 LB Gy
3 l=m=n= \E

Normalové napéti na oktaedrické plosce o, se rovna strednimu normalovemu napéti

v daném bodeé.

2
=/ 7 V.7 = V4 v 7 2 B 2 2 3
Pro tangencialni napéti na oktaedrické ploSce plati 5., = 0 — ;-
1 1 2
Potom T2 = (01 + 02 + o) — 5 (01 + 0, + 03)°. 1 1
N/ 7 /7 2
Po odstranéni zavorek T2, = (01 + 07 + 0% — 0,0, — 0,03 — 0307).
3
1 2 2 2 -
Odtud Tokt = 5\/(0-1 - 0-2) + (0-2 - 0-3) + (0-3 - 0-1) . (41) Na vSech osmi sténach
Osmisténu ptlisobi stejna
normalova a tangencialni
O e 01— 02 _ 02 — 03 _ 03 — 01 _ napéti
znacime-li | ——=1,,, ——— =T33, = T3; | potom
2 2 2
_2 0, 2 2 : ; SEPoy ey
Tokt = 3 Tip T T33 T T34, (42) kde 7;; jsou hlavni tangencialni napéti.

V teorii plasticity ma oktaedrické tangencialni napéti zakladni vyznam, nebot urcuje
charakter priibéhu plastickych deformaci.

Zapis pomoci invariantd napéti Toxr = 5 [((6))? — 30].



Nakonec zapis pomoci sloZek napéti

1
= §\/(axx — ayy)z + (ayy — O'ZZ)Z + (0,, — O,y)2 + 6(0,?3, SR azzx)z.

Pri posuzovani konstrukci se ¢asto pouziva srovnavaci (ekvivalentni) napéti
1 Huber, Mises, Hencky
OHMH = ﬁ\/(% — 0)% + (03 — 03)? + (03 — 01)*%. (43)

V2

Oktaedrické tangencialni napéti je prfimo iumérné srovnavacimu napéti Tyx; = 3 OyMH-
Extrémni tangencialni napéti
Obdobné jako u normalového napéti nas zajima jak stanovit extrémni tangencialni napéti.

Zvolme sméry hlavnich napéti g4, 0, a g3 za sméry souradnicovych os x, y a z. Potom
normalové a tangencialni napéti na libovolné ,Sikmé“ (odklonéné) plosce se daji zapsat

o, = 0,1 + a,m? + g3n?, of = oty + 0 + 0
ol = 0y, om = 0y, 0N = 0y,
12 = 0§ — 0% = 621? + o5m? + 62n? — (0412 + o,m? + 03n?)2.

7 rovnice 1% +m?+n? =1 vylouéime jeden z kosinii, naptiklad n* = 1 —[1* —m?
dosadime do vztahu pro t a vypocteme jeji derivace podle [ a m, a poloZime je

)

rovny nule, potom i 1 y
[|(0y — 03)I* + (0, — 03)m* + > (0, —03)| =0,

3 1 i
m (0-1 > Ug)lz + (02 B 0-3)m2 s 5(0-2 ~ 0-3) =




Rovnice potrebujeme pro nalezeni plosek, na kterych napéti t je maximalni, pripadné
minimalni.

Tabulka Sesti hodnot kosinu uhluy,
e | B PR eh i S e B Bl ER e B « pri nichz napéti T nabyva maximalni
nebo minimalni hodnoty

il = TR S (Sl ] il Bt RISt €8 )

Prvni tri sloupce urcuji plosky, na kterych 7 je rovno nule (minimum). Posledni tri sloupce
urcuji polohu plosek prochazejici vZdy jednou ze tri hlavnich os a pulici thel mezi druhymi
dvéma.

Hlavni tangencialni napéti

1 1 1
T12 = iz(% — 03), Ty3 = iz(az —03), T31 = iE(Us — 01). (44)

Je dokazano, Ze nejvétsi tangencialni napéti plisobi na plosce, ktera ptli thel mezi

nejvétSim a nejmensim hlavnim napétim, a Ze je rovno polovicnimu rozdilu obou téchto napéti.
Na téchto ploskach soucasné plisobi normalova napéti, ktera se rovnaji polovicnim
souctiim prislusnych hlavnich napéti

1 1 1
> (01 + 03), > (0, + 03), > (o3 + 0¢). | (45)

Vyhovuji-li hodnoty hlavnich napéti nerovnostem, je nejvétsi tangencialni napéti

1
rovno E (0‘1 4 03)_



Shrnuti poznatkii z teorie napéti

Zobrazeni hlavnich napéti na ploskach oznacenych 1, 2 a 3. Obr. a)

Hlavni plosky pro normalové napéti. Trem partim plosek, které
puli ahly seviené vzidy dvéma ploskami hlavnimi prisluseji
vyznacné hodnoty tangencialnich napéti.

Tyto pary oznacme 4 a 5, 6 a 7, 8 a 9 a nazveme hlavnimi
plosSkami pro tangencialni napéti. Obr. b)

Dale Ize pridat ctyri roviny odpovidajici oktaedrickému napéti,
Oznacene 10, 11,12 a13. Obr. ¢)

Gy Koule nekonec¢né
malého poloméru

Q

G

3 Zobrazeni 26 vyznamnych bodt na kouli

Dilezitym poznatkem jsou tfi invarianty.

I. invarint tenzoru napéti charakterizuje zménu objemu
materialu.

7 // ) \

N\ N \\ N .

Téleso obsahujici vSechny
vyznamne roviny
Hlavni Sestadvacetistén

I1. invariant deviatoru napéti charakterizuje méritko
tvarové zmény pri pretvoreni a casto souvisi s napétim

) .. zpusobujici poruseni materialu.
2 Hlavni osmistén p e



Geometricka teorie pretvoreni (geometrické rovnice)
Posunuti bodu B vzhledem k nekonecné blizkému bodu 4

Posunutibodu 4

/ aux aux aux - prirastky posunuti u,
Uy |=| Ux i Ox dx + @dy + Edz’ I;jednotili\f)}'lch smérl
, du,, du,, du,,
uy:uy+gdx+wdy+gdz, (46)
ou, ou, ou,
= dx + =2 dy + =~ dz.
U, u2+6x x+ay y+aZ Z

Funkce posunuti jsou funkce spojité, a po rozlozeni

do Taylorovy rady jsou zanedbany nekonecné malé Cleny

druhého a vysSich radu.

V pripadé, Ze body A a B primky napr. lezi
v roviné rovnobézné s rovinnou x0y, a je-li
primka AB rovnobézna s osou x, potom dy = dz = 0.

ou,
d0x

!

Uy = Uy + dx, uy = uy +

Jako priklad se uvadeéji prirustky sloZzek posunuti

%,

dx

, ou,
dx, u, =u, + de.

(47)

pro dva body P a Q leZici nekonecné blizko bodu A.
Body lezi v roviné x0y viz obr. a jsou casti kvadru.
Délky hrany se zméni a dochazi ke zkoseni hran.

Stav po deformaci

<
o~

SloZzky posunuti dvou koncli nekonecné

blizkych bodi spojitého télesa

=
=
>
> /
gl 0
+1 f
:a ) /1
y ¥f Q / P’
/ -1 3
> / " { 9
= ‘ Al e fg |(°
& =1 - '
V4 A Uy ‘P u
_d \_x
} :_‘ dx _
| X
0N

Oznaceni sloZek posunuti koncii tsecky
ve zvlastnim pripadé polohy sousednich
bodl



Diferencialni zavislosti sloZek pretvoreni (deformaci) na sloZkach posunuti

(geometrické rovnice)

Nekonecfné maly kvadr vyriznuty z télesa
Souradnicovymi rovinami s hranami dx, dy a dz
s bodem A.

Je treba urcit protazeni a zkoseni kvadru

po deformaci.

Podle obrazku pomeérné protazeni hrany ab

ou
a;b, —ab (ux +a—xxdx+dx—ux> —dx o,

Exx ab dx ox

Pomérné protazeni ve sméru osy +y, protazeni hrany ad

du,,
ard, —ad (u;v Ty Dt dy—uy) O

SO AR dy e
Pro uhel, o néz se pootocCi hrana ad v roviné x0y
ou Jdu
d,d, ux+a—;dy—ux a—;
tana = = = :

e auy J g ] auy

Uy + W y+dy — Uy ol W

ou ou,

Po zanedbani a—; = &yy VUCi jednicce, tana = a = E

| dr—C
] /; J
b
Q dy{ \Ag, \
y{ X dx
——i X
z 28 R
4z \ 0
zZ
/ v

Kvadr a jeho priméty pred
deformaci

+
14 A N\
+ au’"d
4 ‘- S (?1 (&1
| = -
| g %‘"l d,
+ | a
> + b,
B <
L dx ay B b
d 1 /c s
s BE
S ([t -
- b o
ar Ys - u, + —dx
> 0x
X Y = X
— = Y
0 T S+

Jeden z priiméti kvadru pred
a po deformaci



y v v vz e 7. 2 b2b1 s e auy
Pro uhel, o néz se pootoci hrana ab v roviné x0y, tanf = . Poupravé p = rnl
201
¥ du, Odu,,
Pomérné posunuti, zkoseni pravého uhlu dab &, = a+ f = 5 + x "
Pomoci cyklické zameény ziskame dalsi hodnoty. Y/
Maticovy zapis linearnich rovnic
"0
_ Ouy 0 E 0 0
Cax = gy . 2 (48)
ou Pomérna o e
Eyy = a_y, > protazeni (&xx) Iy 5 Kompaktneji
y Eyy —|
_ auZ ) €zz , — 0 0 0z ux €= I‘eu, (49)
Ezz = 0z ) J (47) gxy — i i 0 uy
ou, Ou, |) Eyz dy 0x “”| kde & vektor
Exy = 3y + Ox \ &5 ) o 0 piretvoreni
0 == == deformaci)
9 : 9z 0 (de :
Eyz = "y + auZ’ > Zkoseni 9 ay u je vektor posunuti
0z 0y 32 0 Fw aT, je linearni
- Oty auZ_ 2 S operator
9z  dx | ) Vztahy mezi deformacemia posunutimi

Rovnice rovnovahy a geometricko-deformacni rovnice

CauChyho rovnice - 6 rovnic | € = f (u) jsou zakladnimi rovnicemi mechaniky.

Musi se doplnit ,podminky spojitosti pretvoreni (kompatibility)“ - vlastnost deformace
celistvého spojitého systému.



Podminky kompatibility - rovnice spojitosti deformace

Podminky kompatibility vyjadruji skuteCnost, Ze téleso, které je spojité
vyplnéno latkou pred deformaci, zlistane spojité i po deformaci.

1. skupina rovnic

azé'xx . 63ux 628373/ e
dyz  0xdy?’ AT
2 2 2
> e O txx | 08y _ 0%Exy
2 - )
0%ey)\ 0%u, 03w, ayz dx? 0xdy
0xdy? = 0x?0y \0xdy 0%eyy + 0%, 0 “eyz
072 Jdy? dyoz’
y y
2 2 2
aeyz aszx asxy 0*u; 02 072 0z0x
d0xdy
d3u, 0%,
Dale plati  3:575, = 525,
Po dosazeni O (%82 98 Ofwy) _ azgzz-
0z \ Ox oy 0z dxdy
2
_ > 0°&,,
-~ " 9x0 2
y 9, <a€xy n agyz _ agzx) _ J Eyy
_, 02e,, oy \ 0z d0x dy 0z0x

(50)

(51)




Lze rici, Ze jsou-li néjakymi rovnicemi dana dvé linearni pretvoreni, je tim uz také
urceno zkoseni (napr.) .
0 exx syy
2% dx0y .
0x?

Dale mame-li zavislost podle 2. skupiny rovnic, do kterych vstupuiji tri adhlova pretvoreni
Exy, Eyz A €5, potom tyto funkce plné urcuji protazeni napf. pro &,, plati

aeyz 0€s 0&xy
ﬂ 62( TR

Rovnice kompatibility byly odvozeny Saint-Venantem.

Zname-li pro zadané zatiZeni presné stanoveno pole posunuti, potom pole pretvoreni
se da urcit z jiz uvedenych rovnic. V tomto pripadeé jsou podminky kompatibility
splnény automaticky.

Budeme-li k danému zatiZeni hledat napéti a potom pretvoreni, bude nutno opét
vyhovét podminkdam kompatibility. Jinak by pretvoreni nebyla spojita a nebylo by
moZné stanovit pole posunuti.

Ve trirozmérném télese mame 6 nezavislych rovnic kompatibility.
Existuje vztah pro vypocet poctu potirebnych rovnic

- n*(n®*-1) n = 3,i = 6 - 3D stav napjatosti,
bos 12 ' 1] n = 2,i = 1 - rovinny stav napéti,

n = 1,i = 0 - primkovy stav napéti.




Pretvoreni v okoli bodu

Sleduje se protaZeni v libovolném sméru z daného bodu pevného télesa.

Primka AB spojuje dva body nekonecné blizko sebe pred deformaci télesa.

Piimka A'B'spojuje tytéZ body po deformaci. Plivodni isecka AB je oznacena L
L? = dx? + dy* + dz>.

dx dy dz
Smérové usecky AB (kosiny) pred deformaci [ =— = —

, m=—, n :
, L i P
Usecka A'B’se oznaci L' potom

L'? = (dx +uy —u,)? + (dy + uj, — uy)z + (dz + ul, — u,)>.
Kromé toho lze vyjadrit tuto délku pomoci ptivodni délky a jejiho pomérného
protazeni L' = L(1 + ¢€).

L'? = dx? + dy? + dz? + 2dx(u), — uy) + 2dy(u;, — uy) + 2dz(uy — u,)

2
+(uy — up)? + (w, —uy)” +(uy —uy)?

Kromé toho také | L'? = L?(1 + 2¢ + £2).

Rozdil ¢tvercli délek (mocniny prirtstki jsou zanedbany)
L'? — I? = 2dx(u} — uy) + 2dy(u;, — uy) + 2dz(uj — uy,).
Také 1ze zapsat (¢len €2 byl zanedban)
T L= Al
Porovnanim poslednich dvou rovnic ziskame
L?e = dx(ul, —u,) + dy(ug, — uy) + dz(ul, — u,).



Cdxuy—u, dyuy—u, dxu;—u,
ey s e

B it LY ROV Ra U i T 2 Ol VOl A e O iR O GO0 513
(348 o Friaih SR YW b 0z L o redysik 0z L OXAEL ROyl =0 2k

Po dosazeni rovnic (46) a prihlédnutim k /

ou, , Ouy, , du, , ou, Ju,, du, Jdu, ou, OJu,
£ = 6xl + aym +En e W-I_W Im + E_I_ay mn + =Rl

£ = g l® + £yym® + £,,n° + £ lm + g,mn + g,,nl (53)

Vztah ukazuje, Ze protaZeni kterékoliv usecky prochazejici danym bodem se da vyjadrit

pomoci Sesti slozek pretvoreni.

Mezi teorii napéti a pretvoreni panuje plna analogie. Napriklad opét plati, Ze v kazdém

bodé télesa existuji tri vzajemné kolmé smeéry, zvané hlavnimi osami pretvorenti,
které maji tu vlastnost, Ze vlakna lezici v jejich sméru vykazuji pouze délkove sméry,
tj. zkoseni jsou na hlavnich osach rovny nule.

Kubicka rovnice pro stanoveni hlavnich protazeni se da psat analogicky vztahu (37)

g3 — g2l 4 gell — gl =, (54)
kde €, e, ¢! jsou invarianty tenzoru pretvoieni Ho e e
el =gy + Eyy T €22, . pretvoreni (protazeni)
el = ExxEyy T EyyEzz T E228xx — 4 (89%3/ + EJZ’Z + gzzx)’ (55) | &1 = & = &3.| (56)
I — ExxEyyEzz T %gxygyzgzx — % (exxef,z — gyygzzx — Ezzea%y)




Obdobné jako drive u napéti, 1ze vyraz pro protazeni ve sméru kolmém

k oktaedrickym ploSkam zapsat ve tvaru

1
Eokt = 3 (e1 + &5 + &3). (57)

Pro zkoseni na oktaedrickym ploskach 1ze analogicky zapsat

2
Yokt = 5\/(51 —&)% + (g2 — €3)% + (&3 — €1)2.

Nebo téZ pomoci sloZek pretvoreni

(58)

2

3
Yokt = § (gxx e gyy)z + (gyy Vi gzz)z Al (gzz o gxx)z o E (89%3/ it ‘93212 + gzzx)-

Pro nejvéetsi zkoseni mame vztah y,,4, = &1 — &3

V teorii plasticity se vyuziva velicina imérna oktaedrickému zkoseni

3
S 2v/2(1 4+ v)

Tato velic¢ina se nazyva intenzita pretvoreni

Yokt

2
ST+

\/(81 —&)% + (&5 — &3)% + (63 — g1)%.

(59)

Lze ukazat jednoduchou zavislost mezi zobecnénym napétim a pretvorenim

o; = E¢;, | kde E je modul pruznosti. (60)




Souvislost mezi napétimi a sloZkami pretvoreni - fyzikalni rovnice

Opét pracujeme s castici télesa ve tvaru nekonecné malého kvadru.
Material télesa je izotropni linearné pruzny.

V7 v v/ 14 v 7 v / [ RN 7 , o] 1
V pripadé primkového napéti ve sméru x mame-li ucinek oy, plati €xx = 7 Oxx:
1%
V smérech kolmychyaz ‘g, = 'e;;, = — 7 Oxx

v/7/v 4

E je modul (Youngiliv) pruZnosti a v je soucinitel pricné kontrakce (Poissontiv soucinitel)
0<v<0,5.

1 V
A 164 T R i 17 17
Obdobné pro ucinek o, plati "¢, =—=0,, a B =t
S Ve 7 1
Nakonec pro ué¢inek o,, plati . — — a - 4
p zz P Ezz E Ozz Exx = gyy =

U téchto trech jednotlivych pripadech nenastava zkoseni pravych ahli.

Pri pusobeni tangencidlnich napéti oy, = 0y, nastane zkoseni téch stén, ktere jsou

rovnobézne s rovinou x0y. Podle Hookova zakona
i

O-x
/ Y / S : v ;
Epy =——, Eyy = & =10 = o :
xy G vz 7x , kde ) je modul pruznosti ve smyku
o

/ o 7 = ez 7 I ¥

Déle od piisobeni 0y, = 0, "e, = T s i 0,
© 4 —_ O-ZX 244 w4 2

a od od pusobeni 0, = 0y, pliolies = b Exy = &z = 0.

Podle principu superpozice - pri spolecném plisobeni vSech sloZek ziskame
vztahmezi € a 0. (64)



Prostorova uloha - 3D uloha - rovnice se nazyvaji fyzikalni rovnice

_ E
= 1-— + + : = ——— ¢y,
R cur repm | (S S C )| B Tepn
_ E
= 1—v)eyy +v(Exx + E22)1], = ———&y 61
O-yy (1 + V)(]. _ ZV) [( ) yy ( XX ZZ)_ O-yZ 2(1 + V) yz ( )
(A ) -
= — V)€ v(e Evv )| = &,
%2z = 1+ v)(1 = 2v) zz xx T Eyy)] O2x T (1 +v)
Zapsano maticoveé
g 5
o = D¢ (62) vztah mezi polem napéti a polem deformaci ( a;? Arrie b fgii\
g 5
— -1 . ’ v,z ZzZ zZZ
&€ = D7 "o | (63) vztah mezi polem deformaci a polem napéti < Oy . ” S 3
. . . ) Oyz vz
D je matice pruznostnich konstant LG, ) L&)
1 —v vV vV 0 0 0 % e S
v 1—=v v 0 0 0 Pro linearné pruzny
% v  1-—v 0 0 0 izotropni model
E 0 0 0 —ar 0 materialu
D = 2 >
(1+V)(1—2V) 1—2v
0 0 0 z 0 o= f(e)
0 0 0 0 Lo
2 J




SloZky tenzoru pretvoreni v daném bodé télesa jsou linearné zavislé na slozkach
tenzoru napéti, vztahujicich se k témuz bodu.

Maticovy zapis &= D"lo

fgxx\ T 1 -V -V 0 0 0 i (O-xx\
Eyy ) -v 1 —v 0 0 0 Tyy
€zz | _ -V -V 1 0 0 0 Ozz
Ve (CElO 0 0 20+v) o0 0 |[You (| ©%
Eyz 0O 0 O 0 2(1+v) 0 Oyz
\Ex ) [0 0 0 0 0 2(1 +v)] \Oz )
Jiné formy zapisu zobecnélého zakona pruznosti
i 3V
wx = 2G exx 1= 21/ | Oxy = GExy,
i 3y ]
Oyy = 2G Eyy T mé‘s , Oyz = Ggyz; (65)
i 3v _
: 0,, = 2G gzz + = 21/ Oyz = GEyy,
kde &5 = 3 (exx + &yy + SZZ) je stredni pretvoreni.
Jiny zapis
Oy = 2G &y + AU, Oxy = GExy,
Oyy = 2G&yy, + A0, Oy, = G&yy, (66) G
Ozz = 26 €5, + A0, Oyz = GEyz | kde 9 =3¢ a A=1—-.



Z rovnice (65) vyplyvaji zajimavé vztahy

DvpeoperPlyyses 2G(gxx T gyy)» T ZG(gyy e gzz)r Ozz — Oxx = 2G(&z7 — Exyx). (67)

Dale g, — gy, S tEicyy OverGez R Sy s az

Oyy — Ozz Eyy — €2z ’ Ozz — Oxx €zz — €xx . (68)
Z téchto umeér vyplyva geometricka podobnost Mohrovy kruznice pretvoreni
s kruznici napéti.

Vztahuji-li se vyrazy (67) k ,hlavni krychli®, potom

0y — 0 = 2G(&1 — &), o0,—03=2G(e, —&3), 03 —0, =2G(e5 —&1). (69)

S uvazenim vztaht (44)

01— 0y = 2T13, 0y — 03 = 2Tp3, 03 — 0y = 2734, (70)
Obdobné lze zapsat
EntEE eIl EgmmeEolsdln3y EsRpacitondliaie (71)

Potom vztahy (69) se daji zapsat takto
T12 = GY12, T3 = GYa3, T23 = GY2s. (72)
K uvedenym vztahlim Ize dospéti primo, to kdybychom vySetrovali kvadr na jehoz

dvou parech rovnobéznych stén plisobi tangencialni napéti 7;, = 7,; atd. Po aplikaci
Hookova zakona o smyku ziskame rovnice (72).



Sestrojime-li ve zkoumaném bodé krychli, ktera je vzhledem k hlavnim osam
orientovana tak, Ze na dvou parech rovnobéznych stén této krychle pusobi
tangencialni napéti o velikosti oktaedrického tangencialniho napéti t,,,. Ma-li
Tokt SMEr rovnobézny s nékterou stranou hlavniho osmisténu, 1ze zapsat

Tokt = Gyokt (73)
Na zakladé vztahti (41) a (58)

Tokt = \/(01 —03)%+ (0, —03)> + (03— 01)* =G> \/(51 — &) + (&5 — £3)% + (83 — 1)

3 3 E
— Tt = O, =&, (73) pricemz G = ————.
7ok T 0% e ) Yokt = &>» (73) pricemz 20 )

Prvni veliCinu g; nazveme zobecnénym napétim, druhou ¢; zobecnénym pretvorenim.

Zavedeme oznaceni

Timto | 0; = E¢;, | (74) kde

V2 2 2
01 = 7\/(09696 —0yy)" + (0yy = 022)" + (022 — 0wx)? + 6(0dy + 05, + 022 L)
d
V2 2 2 3
A Te e (xx = &yy) " + (gyy —€22)" + (627 — Ex)? + 5 (e2, + ek, + e%). | (74D)




Dalsi poznamky - zakon zmény objemu a zakon zmény tvaru

Po secteni levé strany tri prvnich rovnic (65) (levy sloupec) a porovname-li je

se souctem pravych stran tychzZ rovnic vyjde

1-—2v
E

1 \4
Protoze o5 = 3 (01 +0,+03) a &= 3 (e + & + &3). Potom plyne, Ze vztah

€1+82+€3= (O'1+0'2+O'3).

E . __EF
Y g. | (75) Jinak Og = -2

Og = (76) 385 =%

Stredni napéti v bod€ je primo iumérné strednimu pretvoreni.
Stredni napéti v bodé€ je primo iumérné objemovému pretvoreni v okoli téhoz bodu.

Objemové pretvoreni 9 = = ; 20 Os.
Opét vezmeme rovnice (65). Od levé i pravé stany odeCteme g,. Potom vzhledem
K rovnici (75) 0y — 05 = 2G lexx + 1 EVZV €s] 5 —EZv &. Zaménou E =2(1+v)G
ziskame rovnici —» O — 0y = 2G (£ — £2) Oy = 2G = Exy
0yy — 05 = 2G(&yy — &) Oyz = ZGEEyz (77)
02z — 05 = 2G (€, — &) Ozx = 2G5 &




SloZky napéti a pretvoreni odpovidajici zméné tvaru jsou navzajem umerné. Prvé rovnaji
se druhym, nasobenym dvojnasobnou hodnotou modulu pruznosti ve smyku.

Soustavu rovnic (77) lze zapsat ve tvaru tabulky

i 1 1
Oxx — Os Oxy Oxz Exx — &s 5 Exy 5 Exz
1
o i ks oy, | = 2G o EEeEL 5 e
. . 0zz — Og 2 2 €zz — &

Leva matice sestavena ze sloZek napéti majici vliv na zménu tvaru je deviator napéti,
prava matice pak deviator pretvorenti.
Symbolicky 1ze pak zapsat zobecnény zakon pruznosti ve tvaru | D, = 2GD,.| (78)

Deviator napéti je primo umeérny deviatoru pretvoreni - zakon zmeény tvaru.
Vratime-li se k zakonu zmény objemu lze zapsat pri pouziti pojmu kulovy tenzor

K,=EK. | (79

Kulovy tenzor napéti je umérny kulovému tenzoru pretvoreni.

Koeficient imérnosti (objemovy modul pruznosti) E, = 1 (80) v+#0,5

—2v
Ze Ctyt konstant E,v, G, E, jsou nezavislé dvé.

Objemovy modul E, je méritkem odporu materialu proti zméné objemu, ktera neni
provazena zménou tlaku. Modul pruznosti ve smyku je zase méritkem odporu
materialu proti zméné tvaru bez zmény objemu.



Zakladni rovnice v teorii pruznosti a jejich syntéza

A. Staticke rovnice rovnovahy nebo dynamické rovnice

B. Geometric

C. Fyzikalni

00y, 00y, 00y, d?u,
X =
ax oy oz | (nebo p=7527)
doy, 0oy, 00y, d*u,
= 81
O + Jy + e +Y =0 (nebo p a2 ), (81)
0o, 00,, 00y, d?u,
Z=0 b :
ax | ay | oz (nebo p=727)
ké rovnice
ou, ou, Ju,,
fax =g B T 6y+ ox '
du,, du, Jdu,
Eyy = ay €yz = 5 3y’ (82)
ou, ou, Jdu,
€zz = ) Ezx = .
0z dx 0z
rovnice
Oxx = 2GE,, + A0, Oxy = GExy,
Oyy = 2G &y, + 10, Oyz = GEyy, (83)
O, = ZGSZZ + Al9, O'yz = GSyZ, kde 9 = 385 a A=

2vG
1—-2v




V téchto 15 rovnicich

jsounezndmé: Uy, Uy, Uy, - tri slozky posunuti
Exxr Eyyr €220 Exyr Eyzr Ezx - Sest slozek deformaci (pretvoreni)
Oxx» O-yy; 05z, O-xy; O-yz; Oy - Sest slozek napétl'

Celkem 15 neznamych

Z matematického hlediska Ize tuto ulohu resit.
Je treba urcit 15 funkci vyhovujici 15 rovnicim (81), (82), (83), jakoZ i okrajovym
podminkam

Oxy = Oxx COS(X,V) + 0Oy, cOS(y, V) + 0y, c0s(z,v)
Oyy = 0yx C0s(x,V) + gy, cos(y, V) + g, cos(z,v) (84)

Ozy = Ozx COS(X, V) + 04y c0os(y, V) + 0;, cos(z, V)

Pri primém reSeni ulohy (pracuje se se vSemi 15 rovnicemi) nejsou rovnice kompatibility
samy o sobé nutné (nebot plynou z rovnic(82)) a mohou hrat roli kontrolnich rovnic.

0%exy 07y, 0%y i, <6exx N 0exy aeyz> , 0%,y

n —

0y? 0x2 ~ 0xdy’ ox \ 0y 0z dx | ~ oyoz’
2
02, 0%, 0%, 0 (aexy N Oy, aezx) _, 0 eyy’ s
aZZ + ayz - ayaz’ ay 0z ox ay 0z0x

0%e,, 0%&,, B 0%, d (0gy, _I_agzx _agxy _ 202822
dx2 T 0z2  0zdx’ dz \ Ox ay 0z .




Tri zakladni zpusoby reSeni - staticka uloha
1. Za zakladni nezndmé vezmeme posunuti bodu télesa. Potom mame v kazdém
bodé télesa o souradnicich x, y, z tfi neznamé

ux=f1(x,y,z), uy=f2(x»y12); uZ=f3(xiyrZ)' (*)
Abychom ziskali rovnice (4) musime do fyzikalnich rovnic (83) dosadit geometricke
vztahy (82). To znamena vyjadrit napéti prostrednictvim pretvoreni a takto ziskané
vyrazy dosaditi do tri rovnic rovnovahy, ¢imz obdrzime tri rovnice typu (4).
Tento postup se nazyva metodou posunuti.
2. Za neznamé vezmeme napéti. Pak bude v kazdém bodé télesa Sest neznamych

Oux = 91(0Y,2), a0y = g5(%,9,2), 0y = g3(x,7,2), i

Oy 94(x,y,2), Oyz = O R Az e =k G O Z1):

Ponévadz napéti nelze urciti primo z rovnic rovnovahy je treba pouzit rovnice pretvoreni.
Pouzijeme-li napriklad rovnice spojitosti pretvoreni (85) miiZeme pomoci rovnic (83)
a (81) dospét k rovnicim typu (*). Tuto metodu nazveme metoda sil.

3. Samoziejmé je mozna i metoda smisena, pri niz za zakladni neznamé volime

néktera posunuti a néktera napéti.

Co se tyka volby zakladnich neznamych existuji tedy v teorii pruznosti tri metody.

a) Primy zplsob - bezprostiedni integrace rovnic teorie pruznosti

b) Obraceny zptlisob - pri némz predpokladame napiiklad posunuti jako dané funkce.
Na zakladé rovnic (82) najdeme pretvoreni a nasledné pomoci (83) napéti.

c) Poloobraceny zptlisob - volime jako dané nékteré vnéjsi sily a castecné posunuti.
Zbytek dopocitame tak, abychom vyhovéli prisluSnym rovnicim.



ResSeni problému teorie pruznosti pomoci posunuti
Zakladni rovnice upravime tak, Ze vSechny neznamé vyjadrime prostrednictvim

tri posunuti u,, uy, a u,, které volime jako zakladni.
Z rovnic (83) dostaneme pomoci (82)

ou & auy ou, = du, Jdu,
_ZGW-I_M Oxy = G(ax ay), axz—G<ax+ > , kde 9 = 3¢,. (86)

Rovnice (86) derivujeme a ziskame

00y : 0%u, 2 0%u, 5 /1019’ 00y 2 0%u, £ 9%u, | 00, S 0%u, b azuzx |
ox 0x? 0x? ox’ 0y d0xdy dy? 0z 0x0z 0z

Po dosazeni do prvni z rovnic (81)

99 A e G st ] R I NS I d* u
s Al Y z G X X X e X
dx <6x2 s dx0dy 2 0x0z £ < dx2 i dy? i 072 T (%)

Vyraz v prvni zavorce se da prepsat kratCeji

A ST D U s e M e e e A G 0 09
(ax y dy 3 62) —ax(exx+8yy+ezz) ~ 9x’

0x? 3 0x0y i 0x0z  0x

co 3 ; 0%u, 0%u, 0%u, :
Zavedeme zapis pomoci Laplaceova operatoru 92 = T + 352 =Veu,, (87)

kde byl pouzit operator druhého radu pro funkci u, = f;(x,y, z).




: x . 99 d* u,
Potom rovnice (%) se zapiSe takto: (A + G) _|_ GV2u, +X =p
X =

: 7 geaes : ﬁ d*u,
Obdobneé lze ziskat dalsi dvé rovnice (1 + G)_y n szuy +Y=p -

d*u,
dt?

(88)

Soustava zakladnich rovnic pro
metodu posunuti v teorii pruZnosti

d9
(/1+G)E+G|72uz +Z=p

Tyto rovnice se nazyvaji Lamého rovnice. Predstavuji syntézu statického,
geometrického a fyzikalniho popisu problému.

Okrajové podminky lze také upravit, tak Ze se napéti vyjadri pomoci posunuti.
Do prvni rovnice skupiny (84) dosadime za napéti vyrazy podle (86). Potom

SR e s e e e S DR S e LS SR B
= ) COS\X,V o ay Cos\y,v 2 B Cos\z,Vv

Dalsi rovnice ziskame stejnym postupem

ou, ou, ou,
Ecos(x v) + Wcos(y V) + a—cos(z V)

ou, du,, ou,
—Z cos(x,v) + =2 cos(y,v) + —=cos(z, v)

+G ox ox 0x

Oyy = A9 cos(x,v) + G

Q

= 29 cos(,v) + 6 |22 cos(6,v) + 22 cos(y,v) + 2 cos(z,v) | + 6 | 2% cos(x, v) + 2 cos(y, v) + 22 cos(z,v)
yy = A0 cos(y, v Ix cos(x,v 3y cos(y,v 3y cos(z,v 3y cos(x, v 3y cos(y,v 3y cos(z,v

0,y = A9 cos(z,v) + G +G

u u u
a—xzcos(x, v) + a—yzcos(y, v) + a—chos(z, V)

u u u
a—Zx cos(x,v) + a_zy cos(y,v) + O_ZZ cos(z,v)

Rovnice (88) spolu s okrajovymi podminkami (89) umoznuji reSeni problému (89)
teorie pruZnosti pomoci posunuti.




ReSeni problému teorie pruznosti pomoci napéti
VsSe se musi vyjadrit pomoci napéti.
ZjednoduSeni - objemové sily neptlisobi nebo jsou konstantni.

do do do do do do
Tti podminky rovnovahy —— + —=>+——+ X = 0, Xy Fiy=),
: ; . 0x dy 0z 0x dy 0z
Oax | P02y 9%z | 7 _ ) nestadia je treba privzit rovnice kompatibility (85).

0x dy 0z
V rovnicich kompatibility je nutno nahradit pretvoreni prostrednictvim napéti pomoci

fyzikalnich rovnic (83). Potom ziskame rovnice kompatibility (Beltramiho rovnice)

1+ V20, + o _ 1+ 720+ 027 g
d*c d*o
2 — 2 —
(1+wv)Veo,y, +p a7 0, 1+, +p dydz 0, (90)
d?o 5 d*o
(1+v)l72022+p@=0, 1+v)V azx+pdzdx=0.

kde o =305 = gy, + 0yy + 0.

K reSeni problému je treba integrovat devét rovnic (podminky rovnovahy a rovnice (90)).
Libovolné integracni funkce, které se objevi pri obecnych reSenich uvedenych rovnic

je treba urcit podle okrajovych podminek

Oxy = Oxx COS(X, V) + Oyy €OS(Y, V) + 0y, cOS(2,V),
0yy = Oyx C0s(x,V) + 0y, cos(y,v) + 0, cos(z,v),

Ozy = Oz COS(X,V) + 04y c0s(y, V) + 04, cos(z,v).




Vznika otazka, zdali je vysledné resenti je jednoznacné.

Pro téleso bez pocateCnich napéti jsou resSeni teorie pruznosti jednoznacna!

Zjednoduseni 3D ulohy na 2D a 1D ulohy pruznosti

00yy 00y, 00y,
A. Rovinna napjatost et dy N

Veskeré rovnice teorie pruznosti se znacné zjednodusi, jsou-li napéti rovnobézna
s jednou rovinou - napriklad pripad tenké stény

v ». v v,z Stfednicova ; ——
V tomto pripadé jsou slozky napéti ovina [/ 1

/M/ & meﬂ\

Ozz = Oxz = Oyz = 0. (91)

Strednicova rovina lezi v roviné xy,

zatiZeni plisobi v roviné xy,

konstrukce je vzhledem ke strednicové roviné
uchycena symetricky - tedy uvedené slozky "
napéti jsou nezavislé na souradnici z (jsou e, =
konstantnimi po tloustce stény. 7

Za predpokladu, Ze na téleso (sténu) plisobi pouze jedina objemova sila
odpovidajici napt. tize (smér —y), potom rovnice rovnovahy se daji zapsat ve tvaru

00y 00yy doy,, 00y,

ox dy =0 ox * dy

Rovnice rovnovahy +Y =0. (92)




Okrajové podminky

Geometrické rovnice

Fyzikalni rovnice

Rovnice kompatibility

Rovnice (92), (94), (95), jichz je celkem 8, obsahuji 8 neznamych. Timto se daji resit.

Oxy = Oxx COS(X, V) + 0yy cOS(y, V),
Oyy = Oyx COS(x, V) + 0y, cos(y, V).

du ou du ou
Exx = ) Eyy = =, Eyy = — +——=.
0x dy dy  0x
1 1
Exx = (Uxx - Vayy)' &y = F (Uyy — 1’Uxx)r
1 2(1 +v)
Exy = - O0xy = Oxy-

0%, N 0%eyy _ 0%eyy
dy? 0x?2 oxdy

(93)

(94)

(95)

(96)

Nékteré podminky kompatibility jsou naruseny, reSeni je dostateCné presné pri reseni
tenkych stén (rovinné napjatosti télesa s malou tloustkou).

Nenulové slozky
Nezavislé , Uy,

Oxxs Oyyr Oxy
Exxr €yyr Exy.

gzz * O; gyz =5 SZX T 0

V4 L] 7 V
Zavisle Uy, , €. €z7 = — E (O-xx + O-yy)' Uy = EzzZ.



Maticovy zapis fyzikalnich rovnic

(97) Matice pruznostnich konstant
1 v 0 - rovinna napjatost
Oxx E Exx
{ayy§ - v 1 . 021/ { }, RN, — RNpRN 1 v 0
Oxy (1 —=v%) 0O O Exy - RNp — E v 1 0

- ) 1-—2v
(1—-v?) 0 0

Gl 2

{Uyy}.

G

Rovnici kompatibility (96) lze prepsat prostrednictvim napéti (95)
0% 02 52
ay? (0xx = vOyy) + 5= 92 (0yy = vOxx) =20 + V) — %0y Oxy)

Uvedena rovnice spolu s rovnicemi rovnovahy tvori soustavu tri rovnic o tfrech neznamych.
Derivovanim rovnic rovnovahy (92) prvni podle x a druhou podle y a po jejich secteni
a po aplikaci rovnice < S B

6X aY
kompatibility obdrzime ey 9y? (gnx + 0yy) = =L+ V) — i ShaE

Exx 1 | ) 0
S === =7 v =] 0

Exy 0 0 2(1+4v)

ZjednoduSeni

Laplacetiv operator A

Hamiltontv operator - nabla V 00yx + any +X=0,
dx dy
92 92 0 0
R A B O g e 0. 0.
A=V (0x2+6y ) yx W Ly = (98)
dx dy

V2 (0xx + 0yy) = —(1 +v) <6X 6Y>

dy




B. Rovinné pretvoreni - rovinna deformace

Predpoklad: Za urcitych podminek posunuti
vSech bodi télesa probihaji pouze ve dvou
smérech. Posunuti ve vSech rezech je stejné.

Plati

€2z = €xz = E€yz = 0,

(99) oy, =0,, =0,
0,, * 0.

Pracujeme s vyrezem Sirky dz (popripadé

s jednotkovou Sirkou)
1

Z vyrazu &,, = Z [O'ZZ = v(axx + ayy)] =0,

Ogpp = v(axx + ayy).

1
Potom &y, = z

2(1+v)
Rovnice gxy — To-xy;

Obdobnym postupem jako u RN lze ziskat

Nenulové slozky
Nezavisle o Uy,
Oxxs Oyys Oxys

Exxr €yyr Exy.

(1 =v®) oy —v(1 +V)ay, ], &y

se nemeni.

+0C0

\

L =Yy
A
£e‘ B T .~

~

Ill.//’,:
&7
i g A ;

o = v/
. £7
P Y N “A
’L’ ’ ‘/
N -~
L
;
,/
. Podepfeni

Bod A(x, y,2)

= [ =¥,y V(L + V)0

62

Zavislée o,,.

0,, 0,

az+ (04x + 0yy) = ! +
dx2  0Oy? Pxx T 9yy) =177\ ox

dX aY
oy /)

u, =0.



Maticovy zapis fyzikalnich rovnic

~

Oy ; 1—v v 0 Erx
{Uyy} _ v 1—v . O2 {gyy}
_ — 2V
Oy 1+v)(1-2v) 0 0 : Exy
RDO' — RDDRDS. (100)

Matice pruznostnich konstant
— rovinné pretvoreni (deformace)

RD

v

LTy

B E(1-v) v
T A+vQ-2v)|A-v)

0

0

1-—2v
2(1—v)]

Funkce napéti pro rovinny problém

ReSeni rovinného problému vede na integraci tri rovnic (zatiZeni pouze vlastni tthou

00y 00y

0
0x dy
do do.
yx yy
Y=0
d0x i dy 2

Vz(axx + ayy) S0

-

Se)

-

ve sméru svislé osy Y = konst.)

Predstavme si, Ze existuje takova funkce F souradnic x a y,

Z niZ se vypocte napéti takto:

9%F 9%F -

Opy = ——=, Oyy =——=, Oy =
XX ayz axz Xy

yy

0%F
dxdy

— Yx = 0y,

(101)

Staci urcit jedinou funkci tak zvanou funkci napéti, jejiz prostrednictvim se pak dale

hledané funkce urci ne integrovanim, ale derivovanim.




Snadno se da ovérit, Ze takova funkce existuje, nebot’ dosadime-li (100) do (F3) potom

%m+%w+xza#'_a#'=o
ox % 0xdy? 0xdy?
do do. d3F d3F
yx vy
Y = — e Y=0
ox : % i 0x2%0y : 0x2%0y b

Rovnice jsou identicky splnény.
Abychom zjistili jakého druhu jsou samotné rovnice F, dosadime (101) do posledni
rovnice (1) a odtud vyjde, Ze funkce napéti musi vyhovovat rovnici

d*F 0*F  0*F
49 — 102) nebo VAF =0,
dx* * 0x%0y? * dy*+ 0 e
o0+ o+ o0+
kde v*( )= Fyn + 2 5270y + 377 je biharmonicky operator, V*( ) = V2[V?( )].

0% ik 0% 0%
T ; . 4 _ p2[p2 Le
Jde-li o problém rovinny V (F(x, y)) Ve[ve(F)] <6x2 + 6y2> Kaxz + 6y2> (F)].

Funkce napéti F (x, y) se nazyva Airyho funkce napéti. Je ji vyhodné pouzit pii reseni.
V pripadé, Ze nebereme do uvahy objemové sily, 1ze ziskat z Lamého rovnic 72el = 0.
Potom lze Fici, Ze objemova zména €' je harmonicka funkce.
Slozky pruzného posunuti jsou biharmonické funkce  V*u, =0, V*u, =0, V*u, = 0.
Slozky stavu napéti jsou biharmonické funkce ~ V*a,, = V%0, = V*0,, = V*o,, =

= V%0, = V*0, = 0.



C. Rotacné symetricka uloha - resSeni nadrzi, kopuli atd.

Odvozeni se neprovadi v kartézském systému
souradnic, ale ve valcovém systému souradnic.

Souradnicer, 0, z.

Podminky rovnovahy

Opét plati g,9 = 0y, O, = O, Og, = O49.
Podminka rovnovahy pro smér r (radialni)

9, 10 9, —
Oy Org 4 Oyz +Urr Opo L R=0 (103a)

or +; 00 0z r

d0pg
dogg + 90 de

a/
]

Oprr
(C d
3 0 \%r

Podminka rovnovahy
pro smér 6 (obvodovy)

d0ge dr r

Oznaceni napéti na elementarnim vyseku

dogr 100gg 0oy, _ gy
o 2— — 103b a(
ar +r 20 35 0z 5t T il ) %:O,potom Org = 0,9 =0

Podminka rovnovahy pro smér z (svisly)
do 1do do o 09y, 9912 + Orr — 906 +R=0
zr z0 zzZ zr — Y,
— Ze===1 (103 ar 0z r
or s r 00 T 0z it T b ( ‘) oo oo o (104)
Uloha je rotaCné symetrickaa ¢ =0 zr Z+Z4+7=0.
.58- | Or 0z r

—rov. 103b se plni z podminek sym.



KdyZ mame rotacné symetrické podminky, potom posunuti, pretvoreni a napéti jsou
stejna v libovolné roviné, ktera obsahuje osu symetrie.

Potom Ize ulohu formulovat v roviné AJ" Uy Pred deformaci [
A ] "

Po deformaci

odpovidajici pravouhlému systému souradnic. EE/
V nasSem pripadé x, y. Osa y je osou symetrie. e :
z ’ \. | X
PodminKky rovnovahy lze zapsat takto Poaeer :\
00y aO-xy Oxx — Ozz e
p p + +X =0,
X y X (105) ® = X1 YZ
00yy 00y, Oy Z
5 + 5 + +Y =0. ) Oy — Oz Oxy
X y X Glenyiissssrmasetidtis s iSO Ve vidi
Geometrickeé rovnice predchozim rovinnym uloham.

Posunuti u,, = u,(x,y), u, = u,(x,y)au, =0

_ Ouy du,, ou, Ouy

Exx = Ox Eyy dy Exy = dy ox €xz = Eyz = 0. (106)

2m(x + Uy) — 21X Uy

Dale | ¢,, = obvodova deformace.
21X by
v v
YL I ; RS j ' 7 1 0
Fyzikalni rovnice D> je matice pruznostnich konstant T T
Oxx Exx v " 0 v
RS, _ )%y RS Eyy RS E(1-v) 1—-v 1—v
RS _ _ RSpRS o= , RSg —  DRS =
o="D"¢. Oxy Exy (1+v)(1—2v) 0 0 1-2v
(107) Ozz €2z 2(1 - V)
v v
(108) 0 1
L1 —v 1—v




Re$eni rovinné tlohy v napétich - priklad

1. ReSeni rovinné alohy pomoci polynomii

V v/ ./ l t- k/ f k h s 7 b-h . k/ .. a4F + 2 a4‘P' + a4F 0
uzivaii se analytické funkce vyhovuiici biharmonické rovnici — = 0.
y J y y J 9 0x20y2 | ay*
Aplikuii se polvnomy riuznvch radi S0 BgH T =

p u] p y y u y u hivsa ayz » Oyy = m, Oxy = — 9xdy —Yx = Oyx-

Polynom prvniho fadu F; = a;x + b;y nestaci nebot napéti jsou rovny nule.
V4 v 7 a2 C2
Polynom druhého fadu F, = 7x2 + byxy + ?yz. (109)

o3iEs : GeiEili Y S ORES: S Polynom je biharmonickou funkci p¥i
dx* ' 0x20y? dy* ~ libovolnych hodnotach a,, b; a c,.

Polynom tretiho radu

T 3R ety 3 e 3 y3. (110) Polynom je biharmonickou funkci

32 2-1 1-2 23 pri libovolnych hodnotach a,, b, a c,.
Polynom ctvrtého radu
Al e S s Cy dy €4
ey e i
gLk a*F 0*F

dx*
Po dosazeni do biharmonické rovnice 2a4 + 2c4 + 2e4, = 0. Odtud e4 = a4 + C4.

Ctyti koeficienty mohou byt nezavislé a paty necht odpovida rovnici pro e,.

2e,.



Biharmonicka funkce c¢tvrtého radu

RCERRe by XEPLLSR Y dy
e ¥ el : 3 (111)
g a4<4-3 3-4>+3-2xy+c4<2-2 3-4>+2-3xy
Polynom patého radu
_ 9 o D5 4 G 5o 85 o3 8 4 J5 s

Osime i L ihesreat b isite s apai ikl g Vel Top el
04F 0*F 0*F
ﬁ=6a5x+2b5y, ax26y2=C5x+2d5y a a—y4=2859€+6f5%

2(3ag + 2¢c5 + eg)x + 2(bs + 2ds + 3fs)y =0

Zavorky se musi rovnat nule 3ac + 2cs + e =0, bs + 2ds + 3fs = 0.

bs 2d
Odtud e5 = —3as —2¢5, f; = —?5 = TS Potom po dosazeni do ptivodni rovnice
Asg b5 1 Cs d5 1
ipas AT RS G Shapiie et el ki e
5 =g 4 xy)+4.3(xy 5y>+3.2(xy xy)+2.3<xy 4
je jiz biharmonicka funkce patého radu. (112)

Pomoci algebraickych polynomu je mozné resit fadu jednoduchych uloh:

Cisty ohyb nosniku, ohyb konzolového nosniku, ohyb prostého nosniku apod.

V nékterych pripadech pro reSeni rovinné ulohy lze pouzit jako funkce napéti F (x, y)
trigonometrické funkce.



Ohyb konzoly od sily priloZené na konci

y
ReSeni v napétich y
- v v /7 7 7/ /7 7 v - P
Vyjdeme z reSenti ziskané v zakladni pruznosti. q (ZJ |[ * <
P
M VyS7 ! 1]

Oxx =Y, Oyy =0, Oyy =0y, = - (a)
L I,b(y)

Ohybovy moment M, = —P(l —x), posouvajicisila 1V, = P.

Moment setrvacnosti ~ Sirka priifezu Staticky moment ploch PR . 0o
1. 13 2+ 2247 =0,
b =t = o RS FA ) d0x ady
IZ = (y) = 7 2 4 b
12 V2(0yx + 0yy) = 0.

A

4 12P 6P [ h? -
Oxx = (L —x)y, Oyy = 0, Oxy = —(— S y2>_ (b)

EE h3 \ 4
Vliv vlastni tihy neni do vypoctu zahrnut.

(P 6D g2 e O e
Fy+ﬁ(—2y)+0=0, 0+0+0=0, dy? +6x2 ~ Ox0y

Funkce napéti (b) vyhovuji zakladnim rovnicim rovinné napjatosti.
Podminky na hranici. Na horni a dolni hrané nosniku neni zatiZent.
h

Potomplv‘iy=i§,0yy=0, Oxy = 0. 0+0=0



Na boc¢nich hranach smykové napéti musi odpovidat velikosti sily P. Funkce rozdéleni
sily P na bocich neni znamo, musi se pouZit zapis pro napéti v integralnim tvaru:

St 6P (h? 3% |
prix=0ax = [, f nOxy Ay = F, a,, = 3 Z—y . Po dosazeni a integracina P = P.

2

12P
Normalové napéti na bo¢ni hrané x = [ serovnanule o, = — 3 (l-Dy=0.
12P1 : . .
Nabocnihranéx =0 0y, = — PE Y. Musi platit f_@ Oxx Ydy = M,. Po integraci
2

—Pl = M,. Timto je potvrzena platnost vztahu pro vypocCet normalového napéti

ziskaného v inZenyrskeé teorii pruznosti.

Dale je nutno vycislit funkce pretvoreni a posunuti.
12P ou, ik

Pretvoreni IS e (I—x)y = L Exx = E(O'xx > Vayy),
12P du,, il
Eyy = VW( —x)y = W () Yy E(Uyy ~ VOyy),
12(1+v)P (h* | du, Ou, il s sial o e pey)
&y =T Ep3 (4 2 = dy ¥ ox ST AT T T

Posunuti ziskame integraci.

(d)
12P 12P
Uy =73 <lx o —> y+f1 (y)] Uy =703 v(l - x) %= +fz (x|



2
Po dosazeni vyrazu u, a u, do Al b (2 Ly y2> = U obdrzime

ER3 Gl

12(1 P (h? 12P 2 ;
(”)( y2> = (lx—x—>+f1<y>]+Eh3 —v%+f2'<x>].

Eh3 4
, X2 i Ui
Nebo [0~ (1x =2 o]+ [0 + 2222 = a4 (e)
51 CZ

Rovnice existuje pri libovolnych hodnotach x a y pouze kdyz hodnoty v hranatych

} SR _ x4 : A
zavorkach jsou konstantami  f, (x) — | lx — o | G AT C,.

Ix? 3 2+v .

Pointegraci f, (x) = ==l + Cix+C;, fL )= Eaaal G e Op B s 027 S0
Konstanty C;, C,, C3 a C, Ci z okrajovych podminek uloZeni nosniku.
Omezeni posunuti bodux =y = 0, u,(0,0) = 0. Omezeni natoCenti

du,,(0,0)

dx
2

v tomtéz bodu = 0. Z podmi = (C; = 0a(C, seurCi zvyrazu e)

12P X 24V h? 12p ( ) lx2 iR
Uy = 173 (l—z)xy e +(1+v)— Uy = vl —x :



Pl3

5 P2 ARt R HP Se LS bt v i
A e et e e sp e Rer S e L R
Podle vztah iy (1 x) L )h2 i 78
Gl At —_—— + — e
odle vztahu u, = ——=|(lx —)xy ZaL V) ¥| prifezpovysce

nenti jiz rovinny a je zakriven podle kubické paraboly.
Prosty nosnik zatiZzeny rovhomeérné spojitym zatiZenim - reSeni v napétich

Re$eni pomoci polynomd. Funkce sestava q
z biharmonické funkce paté, treti a druhé
mocniny. V dané uloze osa y je osou symetrie, ql | 10 KL
potom funkce napéti obsahujici ¢leny s x z |
v liché mocniné je vhodné vynechat. ! ;

Potom
b5 1 d5 1 b3 d3 2 o Cy 2
= 43<xy_§y> 23(xy_5y>+21xy+23y+2x+2y
: : 0°F 0%F 0%F
Po dosazeni do rovnic axx:a—yz, Oyy =37 axy:—axay—Yx.
bs 2
O = =7 ¥ +ds| 2’y —2y3 | +day + ¢y,
3 3
; (b)
2 ds s o DL 23 2
Oyy = bsx y+?y + b3y + a,, it et — dsxy“ — bsx.




Okrajové podminky:

h
na dolni hrané nosniku y = 5 =S, Oyy =0, 0Gy,=0
h
na horni hrané nosniku  y = e B0 M Do SO 0,
Po dosazeni do rovnic (b)
d b
—bgsx? — ?553 — b3s +a, =0, —?ng‘ — dss?x — byx = 0,
d b
bssx? + ?553 + b3s + a, = —q, —?Sx?’ — dss?x — bzx = 0,

Rovnice se rozpadnou na nezavislé rovnice

d d
bs = 0, —§s3—bgs+a2=o, s e

Re$enim soustavy  a, = —g, b, iZ' = qu?v' ‘.
Okrajové podminky na boc¢nich hranach: pri  x = %I,

s3+bgs+a, =—q.

=S
Zpusob rozdéleni te¢ného napéti na bo¢nich hranach neni znam. Zname pouze
vyslednici. Po dosazeni rovnice (b) do (c) se ukaze jeji platnost.

Normalova napéti g, pri x = %[ se rovnaiji:

_3q 2 2 3
Oxx = 72 ly—gy + d3y + c,. (d)

Nenabyvaji nulové hodnoty - neni mozné vyhovét okrajové podmince.

Oxyx = 0, jaxy dy = tql.

(c)



Podivame se jak vypadaji priblizné okrajové podminky. Vyslednice normalovych
napéti se musi rovnat nule.

0, ydy = 0. (e) Silova a momentova podminka.

|
N| | =

h
2
Prioci=RT jaxx dy =0,
h
2

Do integrali dosadime rovnici (b)

1[452( 235 sy + s ay =0, ” (xty-25°) s oy 4l vty =0

3q 2
Po integraci najdeme ¢, =0 a d3 = ——(lz T gsz>.
Priblizné okrajové podminky na bocich nosniku jsou splnény. Zdmeéna presné okrajové
podminky (c) pro normalové napéti g,,, podminkami (e) v integralnim tvaru se nazyva
zmeéekCenim (oslabenim) okrajovych podminek. Nepresnost se projevi pouze na koncich
v souladu se Saint-Venantovym principem lokalnosti.

Po dosazeni nalezenych konstant do rovnic (b)
3 3q (2 %
0155 wetaan =t (lz_xz)y_Tq<_y2__52)y;

3 5 0

q(y y 3q
ayy=—z<——3——2> a Oxy = 453(5 — y%)x.



Porovnani se vztahy ziskanymi ze zakladni pruznosti

qd ;2 2
S 1S l A
o Iz 253 diss
ayy =0, > y
q
0 _ A
axy——4—s3(s — y°)X. )
V rezu x = 0, uprostred nosniku z
3ql? G
maxaxx=—453 1+1—5-l—2 y “
3ql?
07 Lk
max Oy =~ 3 1
Po celé délce  maxo),, = —q, Max ayy = 0.
3
Na koncich nosnikux = +1 gy, = 4—;13(52 A e — —4—53(52 — y¥)x.

Rozdil v normalovych napétich zavisi na pomeéru vysky nosniku k jeho délce.

U nosniku s délkou [ = 10s, u nosniku s pomérem vysky ku délce 1/5 je rozdilE %.

V zakladni pruznosti se napéti o, zanedbava. Zde vyslo rovno —q.
Pri porovnani chyby u nosniku s délkou [ = 10s lze uvest Ze pomér

[max gy, | 100 % = 1,33 %. Toto potvrzuje pouZitelnost hypotézy u nizkych
max Oyx nosniki, Ze podélna vlakna na sebe prakticky netlaci.




Zakladni pristupy k reseni ohybanych desek 5
Deska je prostorové téleso podobné jako sténa. OdlisSnost je ve zptisobu zatiZeni. Desky
jsou zatiZeny pricné na rozdil od stén, kde vyslednice sil leZi ve strednicové rovine.

-

/)

Analogie s ortotropné
umisténymi nosniky

Deska

Uloha ohybanych desek je obecné tlohou tiidimenzionalni, ale za uréitych predpokladi
ji 1ze prevést na ulohu dvojdimenzionalni.

1 Klasicka Kirchhoffova teorie tenkych desek

Tenkymi deskami nazyvame desky, pro jejichZ pomér tlousték t k nejmensSimu charakreristi-
J4 v o 7 1 t 1
ckému rozmeéru b v pudorysu plati nerovnost < > E > o

1
prihybt neni vétsi nez 7 t. Uvedené predpoklady vychazeji z praktického pristupu k reseni,

a velikost predpokladanych

a proto nemusi byt pravidlem.

Méjme desku (viz obrazek) v pravouhlé
soustave souradnic x, y, z




Premisténi libovolného bodu 4, je funkci tri souradnic x, y, a z. Bod A, leZi na kolmici
ke strednicové roviné v bodé A. Potom

ou, ou

Uy = ux(x,y,z) i uxO(xiy;Z) bl (E) Zipsiilyes uy(x:y;Z) = uyO(x;y;Z) + (a_Zy)Z

a u, =u,(x,vy,z) = uy,y(x,vy,z),

kde u,o(x,y,2) , Uy (x,y,2) au,y(x,y,z) jsou posunuti bodu A(x, y, 0).

Zavedeme-li predpoklad o nedeformovatelnosti strednicové plochy v roviné x, y, potom
Uyo(x,¥,0) = uy0(x,y,0) = 0 ao nestlacitelnosti desky po tloustce lze zapsat

ou,, du,,
Uy = U(x,y,2) = 5, )7 W= uy(x,y,2) = =, |7 Uz = u,(x,y,2) = uy(x,y,0)

z=0 z=0

./ /7 L] aux auy - 7 - Ve
Parcialni derivace | —] a | —=] jsou zavislé pouze na x, y.
5045 s S SO

Ze zavislosti mezi posunutimi a deformacemi vyplyva

_ Ouy  Ou, du, du, _ Ou, N ou, Ouy, B %
AR dy 9z Y2 Ty X = x T 0z 9z " ox
Ju,  Jdu, Ouy,  0Ju,

Za predpokladu, Ze smykové deformace €y; = 0, £,4x= 0.

9z 0x’ 0z ay

ou, ou,
Nakonec |u; =u,(x,y), wu, =— Z a U, =-— Z. (113)

0x dy




Geometricko-deformacni vztahy

L
N dx2 )’

ou d%u
— Y _ z

=35
ou, Ou, 0%u,
_ ——z(2
Exy dy T ox Z( 0x0y

Ostatni deformace jsou nulove.

Krivosti deformované plochy
0%u, EEE T Sl
e iy dy? e dx0dy’

Konstitutivni rovnice - fyzikalni rovnice

Lze uvaZzovat, Ze deska je tvorena tenkymi vrstvami.
Kazda vrstva je ve stavu rovinné napjatosti. Tedy

RRSSY; O

gxx 2 E v 1 O ixx
O-xy 0 O T gxy

Rezy nedeformovanou a deformovanou deskou

| WA

Tenkd vrstva

Deska skladajici se z tenkych vrstev

Do uvedené soustavy rovnic dosadime geometricko-deformacnich vztahy pro desku.



E Ez 0%u,  0%u,
O'xx:m(gxx+1/€yy): (1—1/2) Sl i

dx? dy?
E Ez [(0%u, 0%u,
Oyy = —(1 7 (eyy = vexx) = 1 —v2)\ 9y2 + v 32 )’ (115)
E Ez 0%u,

e v st i oy :
woa LA SR (1 +v)0xdy
Rovnice ukazuji na to, Ze napéti po tloustce se méni linearné.

Vyslednice napéti - na obrazcich je zobrazeni pro kladné hodnoty krivosti

dy dy dy dy dy dy
dx dx A dx dx dx

dx Z
t t ] t t
t

mydy / o mpdy]
o -t Oxy My dx
xx = m.,dx N

y
o o /

yXx

’////é 42 y g\ R\

Napéti a vyslednice napéti Napéti a vyslednice napéti Napéti a vyslednice napéti

Vyslednice moment na jednotku délky [Nm/m] od komponenty napéti o,

t
: Et3 (62uz 62u2>

— J Oy (—2)dz = 120 =) \ ax2 + v 372
_t/z




Et3

Oznacme p = . D je ohybova tuhost desky. Potom
12(1 — v2) Lty i
t/;
)T e ik ey ;
T ] 0y (—2)dz =D s + v 572 ) (mérny ohybovy moment)
o
12 0%u 0%u
il J oyy(—2)dz = D < ayzz + axzz) . (mérny ohybovy moment) (116)
_t/z
' 1
Mgy = j Oxyzdz = —D(1-v) axgz : My = —My,,. (meérne kroutici momenty)
~t/, :
Podminky rovnovahy

pdxdy z
Silova podminka pro smeér z dq, ‘17 ,
qx +—5—dx |dy /

aq , - qxdy
—q,dy + (qx +a—xxdx> dy — qydx ://l\ t
oA S /3'\{; + 20 gy ) g
dy ayy X T paxay = V. g, dx \ Iy + 5, 4V ) ax
dx
0 9, d
Po uprave e + dy =—D 4

dx  0dy



Po upravée

x @y
0qy 04y "
e = — y
AT p (116a) | Y
¢ | Mxdy *

Momentova podminka vzhledem k ose x medx -
V= v /= = = = / 7 4 o y 4
pri vylouCenti infinitezimalni clenu \_/ >
B

-
vysSich radu

amy mxydx/ (my-l-?d}’) dx
(gydx)dy —mydx + (my 1 WdY> dx dy dx y
om omy Omyx )
—myxdy + (myx + a;lx dx) dy —0 (mx+ ox dx) dy (myx+ o dx |dy

Po upraveé

am,  0my, E

—q,. (116b

oy i} ox 9y- | )

Momentova podminka vzhledem k ose y pri vylouceni infinitezimalni ¢lent vysSich radu
am, My
—(q,dy)dx + m,dy — | m, + de I8y e i melels oA 5 dy | dx = 0.

Po Uprave

d d

S

0x dy



Diferencialni rovnice
Spojenim geometricko-deformacnich a konstitutivnich (fyzikalnich) s podminkami
rovnovahy lze ziskat diferencialni rovnice Kirchhoffovy teorie ohybu tenkych desek

Z podminek rovnovahy

om, Jdm om, 0Jdm dq, 0q
y Walssaais X EYFERE, |:> X Yol Sy
dy g T L dy Dx ST dy P
d%m 0°m 0°m .
=+ 2 = 4 Y — p DI my, = —my,,.

0x? 0x0y dy?
Dale po dosazeni za momenty funkci prihybu strednicové plochy ziskame konec¢nou

rovnici 4 4 2
9, d 0
i it i S ke R (117)
dx* Ay eaesd sl

Pro reSenti je potreba znat okrajové podminky uloZeni desky.

Nakonec z podminek rovnovahy elementu (momentové k x, y) po dosazeni vyrazu
pro momenty ziskame meérné pricné (posouvajici) sily

e (118)




Zakladni okrajové podminky

a) Prosté podepreni okraje

Liniové podepreni

_Oqau
: u, = 0 my =0 axz ==
du, 0d%u, OJu
Pro okraj x = konst. I:> TR ==

dy 0dy* 0yt

Q20402 040 )
Pro okraj y = konst. |:> U, = — St

i — libovolné kladné cislo

X HiH0x5 0%
Kinematické (geometrické) okrajové podminky

o azuz _ azuz .

x=konst. )|u,=0, =Z=o0| | y=konst. Cp|u:=0 F5=0
.. 0%u, 0%u,

Je-li soucasné 322 =0 a 3y = 0, potom m, =m,, = 0.

Silové okrajove podminky:

m, =0, ¢t.#0 m,=0, ¢#0

= s= 8l &

x = konst. If‘> my, =0, My, 0 y ons |:> m, =0, My, # 0




b) Volny okraj

Doplnéna posouvajici sila nahrada za

Myy A dx |:> qx
L eypesdisesy :> qy

Doplnéné posouvajici sily urcime takto

Omy,, A amy,,
o =0a gq,=q,+ I

qy = qx T

c) Vetknuty oKkraj
V teorii tenkych desek plati, Ze pootoceni

du du
Ohres e Ch e Hy:axz

dy
0uz auz

Tedy plati —=0 a =0
R dy dx

Silové podminky: x = konst. |:> =

=t onst:

x=konst

m,=0 q,=0

Zapis v posunutich napr. pro x = konst.

d3u, d3u,

g dx3 b dxdy?

X X
}! uZ = O _]"’

x=konst G y=konst

=
f .
u, = 0 Hy =0
d%u,




2 Reissner-Mindliniv model desek - teorie stredné tlustych desek

Model je analogicky TimoSenkovu prutu (nosniku). Model zahrnuje pricné smykove
deformace.

Kinematika

Podle obrazki je B, (x,y) a B, (x,y) jsou uhly charakterizujici potoceni pfimek, které byly
ptivodné kolmé (ortogonalni) ke strednicové ploSe. Za predpokladu u, = u,(x, y) podle
obrazki

Uy = _ﬁx(x; y)Z,
Uy = —Bx(x,y)z.

Funkce u, (x,y), Bx(x,¥) a Bx(x, )
(vztaZené ke strednicové ploSe)

jsou tri nezavislé stupné volnosti
charakterizujici pole posunuti .

Geometricko-deformacni vztahy

i
X Ox ox '
e e

Eyy = 0y —Z 0y )




Konstitutivni (fyzikalni) vztahy

Stejna hypotéza jako u tenkych desek o vrstvé s vlastnostmi rovinné napjatosti

E Ez ap, apBy
Uxx_—(l—vz)(gxx-l_vgyy)_(1—v2)<6x +VE -
E Ez a2, a2,
Oyy = m(é'yy + Vgxx) = (1 = Vz) < ay +v ax |’ (1203)
E Ez B, 9P,y
Opy = oo Exy = — + .
2(1+v) 2(1+v)\ dy o0x
Dale pro pricny smyk Ize pouZit zobecnény Hooktliv zakon
- . <0uz 8 > E <6uz 8 >
Oxz = UExz = —Px | = — Px
0x 2(1+v)\ ox (120b)

e du, ¥ E du,
S dy By 21 +wv)\ 9y By

Vyslednice vnitinich sil

Vnitrni sily jsou stejné jako u Kirchhoffova modelu desek

_n(9Bx 9By 0By 0P 0B, 0B,
mx_D<6x+v6y : my—D E-I_VE ’ mxy—myx—D 6y+6x .

121
du, du, : 3o ; 3. .( )
g, = KGA i B qy = kGA 3 o2 ﬁy , K je korekcni smykovy soucinitel.




Obdobneé jako u prutu je u desek smykovy korekcni faktor k, pomér smykové plochy

A i . : 2
vUci skute¢né plose prirezu k = ZS U obdélnika k = 5/6 pro izotropni material.

Podminky rovnovahy

Podminky rovnovahy tytéz jako u Kirchhoffového modelu desky.
Okrajové podminky

Opét je treba rozliSovat prosté podepreni, volny okraj a vetknuti.

Hlavni momenty

Pri dimenzovani specialné Zelezobetonovych desek je nutno urcit tzv. hlavni momenty m;
amy; (Myy, = 0).

1 2
mun =5 [mx +m, t \/(mx — my) + 4m,20, (122)
Poloh 41 k hlavnim rovinam: tg o =% o T 123
olohy norma avnim rovinam: I — = m, (123)
Extrémni hodnoty krouticlho momentu extr 1 1
- v fezech pilicich thel hlavnich rovin Myy =1t 5 (my — my;) (124)




Skorepiny

Skorepinami se rozumi nosné ploSné konstrukce staveb, zakrivené nebo zalomené

v jednom popripadé v obou smérech. Zakladni charakteristikou skorepiny (tak, jako

u desek) je, Ze jeden jeji rozmér - tloustka je vyrazné mensi nez zbyvajici rozmery.
Skorepiny délime do tri skupin, a to podle jejich statického chovani, které predurcuje
pouziti vychozi teorie. Je vhodné zaveést pojem stredni tloustka skorepiny t,,,- a stredni
polomeér krivosti strednicové plochy 7.

Velmi tenké skorepiny - kovové zasobniky, velkorozmérové nadrze z oceli, venkovni kovova
potrubi velkych prifezi, vysoké kovové kominy,... i 1 1

Toor 400 600

Tenké skorepiny - Zelezobetonové skotepiny, Zelezobetonové plasté chladicich véZi, vysoké
Zelezobetonové kominy, velkorozmérové Zelezobetonové nadrze, venkovni Zelezobetonové
velkopriimérova potrubi,... tavr _ 1 1

Tuor 50 200
Tlusté skorepiny - nadrze Zelezobetonovych vodojemd, tlakové Zelezobetonové potrubi, klenbové
Zelezobetonové prehradni nadrze, opérné zdi vyklenuté proti zeminé,

Bra s oa e vh )

Taor 20 30
Zakladem teorie skorepin je teorie tenkych skorepin, a to z téchto duvodi:
a) VysSetrovani velmi tenkych skorepin je vZdy velmi specifické, zavislé na geometrickém tvaru
skorepiny, vychazi z teorie tenkych skorepin
b) VySetrovani tlustych skorepin je sloZitéjsi nez vySetrovani tenkych skorepin, proto se obchazi
riznymi jednodussimi teoriemi



Pii navrhovani skorepin usilujeme o to, aby hlavni ¢ast zatiZeni spojité piisobila

v kolmych smérech na strednicovou plochu. Podari-li se to, potom skorepina prenasi
vnéjsi zatiZeni do podpor predevsim normalovymi silami a je malo namahana ohybove.
Toto se dari zejména u nizkych stresnich bani, které se chovaji jako prostorovy oblouk.

VSeobecna teorie staticky namahanych tenkych skorepin je vypracovana ve trech
variantach serazenych podle urovné modelovani a tedy i podle obtiZnosti.

Presna ohybova teorie
Technicka ohybova teorie
Membranova teorie

Nejjednodussi teorie je membranova, kterou lze pouZit jen vzacné, a to u skorepin

s prevladajicimi sténovymi vnitrnimi silami. VySetrujeme-li statické stavy navrzené
konkrétni tenké skorepiny za pouziti presné ohybové teorie nebo technické ohybové
teorie, potom je nutno tuto vSeobecnou teorii konkretizovat podle tvaru strednicové
plochy a podle zplisobu podepreni. Je to vidy velmi nesnadnd a mnohdy nereSitelna
uloha. Teoretické vySetrovani tenkych skorepin je matematicky velmi narocné.

Stejné jako u stén a desek je klicem ke stanoveni jejich statickych stavii sténova a deskova
rovnice. Obé tyto rovnice jsou sestavovany z prislusnych podminek statickych,
geometrickych a fyzikalnich. Obdobné v pripadu tenkych skorepin jsou tri simultanni
parcialni diferencialni rovnice 3. a 4. radu pro slozky premisténi strednicové plochy

Uy, Uy a U,. Take tyto rovnice se sestavuji z podminek, statickych, geometrickych

a fyzikalnich. Pritom geometrické podminky se u tenkych skorepin odvozuji velmi
nesnadno, pricemz se meéni s funkci geometrie strednicové plochy.



Tenké stavebni skorepiny

— Strednicova plocha - zcela hladka (spojitost v bodé vCetné prvni derivace)
po Castech hladka
— Skorepiny - s jednou krivosti
se dvoji krivosti

Vyznamnou skupinu tvori rotacni skorepiny, které mohou mit jednu a dvoji krivost. Dalsi
skupinu tvori tzv. lomenice s nulovou krivosti nebot jsou sestaveny ze sténodesek.

Prefabrikovany dil stresni

/ v .
_— . f Skorepiny do rozponu 25 m
Dlouha stresni valcova Stresni konoidicka

skofepina - jedna kiivost ~ skofepina - dvoji kfivost

Stresni hyperbolicko-

parabolicka skorepina
hyperbolicky paraboloid - dvoji ktivost
- dvoiji kiivost

WA “r,
R0 / @
. Jednodilny ” L‘S\ P E—
Rotacni valcova Rotacni bané ?ggj{i;{gﬁ /A "ﬁ Lomena skorepina -
skorepina - jedna kfivost - dvoji kfivost ] lomenice - nulova kiivost



- Valcove plochy

- Rotacni kuZelova plocha

Krivky nejbéznéjsich hladkych ploch - Kulové plocha
- Plocha jednodilného rotacniho hyperboloidu
- Plocha konoidu

Presna ohybova teorie pro vysSetrovani plnych tenkych skorepin

Vychozi predpoklady

1. Material skorepiny je homogenni, izotropni a linedarné pruzny.

2. Normalovi napéti v kolmych smérech na strednicovou plochu jsou ve srovnani s normalovym
napétim ve zbyvajicich smérech natolik mala, Ze je povazujeme za nulova.

3. Predpoklada se platnost rozsirené Navierovy - Bernoulliho hypotézy. Normaly strednicové plochy
zUstavaji normalami i po jejim pretvoreni, pricemZ vzdalenosti bodl na normalach od stirednicové
plochy se neméni.

4. Predpokladaji se natolik mala pretvoreni skorepiny, Ze Ize vychazet z teorie 1. radu.

Geometrie diferencialniho elementu skorepiny ) _ - _ )
, : V diisledku mimobézZnosti normal

nejsou bocni plosky diferencial
elementu rovinné. Jediné z takovych
(ve tvaru hyperbolického elervnentu 1ze sestavit v -ol?ecvnych
T paraboloidu) smeérech a L f kompatibilné

Ctyfi mimobézné . ..

normaly uvazovanou skorepinu.

Zborceni boc¢ni plosky
" elementu skorepiny

V pripadé, Ze ortogonalni souradnice (a, ) jsou hlavnimi krivkami plochy @, plati (a, 8) =
(a;, a;;). Potom normaly v rozich diferencialniho elementu d® = dxdy se provadi
po parech (a; = x, a;; = y).



ZatiZeni skorepin

Na skorepiny by nemély plisobit koncentrované
statické ucinky. Silova zatiZeni obecného smeéru

rozkladame ve strednicové roviné
do smérti x, y, z.

Pri koneCnych polomérech Krivosti ry, 13, zavisi
delky dx, dy u diferencialniho elementu skorepiny
na vzdalenosti od strednicové plochy @, tedy

na souradnici z.

Potom plati dx(z) = dx + Adx(z),
dy(z) = dy + Ady(2).

Z geometrie elementu plyne:

dx d
Adx(z) =—z a Ady(z) = —yz.
Ty >

Po dosazeni

dx(z) = dx <1 + i)
T,

X

Intenzity
zatiZzeni




Rozdéleni napéti na elementarnim prvku skorepiny

Vnitrni sily skorepiny

1. Integraci normalového napéti oy, 0y, ziskame normalové sily n,, n, . Pfremisténim n,, n,,
do @ ziskdme ohybové momenty m,, m,,.

2. Integraci smykového napéti o, gy, ziskdme tangencialni sily n,,,, n,,. Jejich premisténim
do @ ziskdme Kroutici momenty m,,, m,,. Protoze r, # 1y, pak nyy, # Nyy @ My, # M,y

3. Integraci smykového napéti o, 0,5 ziskame posouvajici sily t,, t,,.

1. Normalové sily [Nm?]  (126a)

t t/,
Z
n, = faxx<1+r£>dz a ny, = jayy<1+r—>dz
y x
—t/z —t/z
Ohybové momenty [N]  (126Db)
/3 ta

~t/, ~t/,

Z Z
m, = — jUxe<1+E>dZ a|m,=-— fayyz<1+a>dz




2. Y, (126¢) 0,
Z z
Tangencialni sily [Nm1] | nyy = J Oxy (1 + r_> dz a Nyy = f Oyx (1 + r_> dz
_t/z y _t/z X
/2 ) (126d] t, .
Kroutici momenty  [N] | Mxy = j OxyZ <1 + r_> dz a Myy = — j OyxZ <1 + r_) dz
X y
_t/z _t/z
5 /2 (126e) /2 )
z
Posouvajici sily [Nm1] | t, = j Oxz <1 + —> dz a ty = Ozx <1 + —) dz
—t/ ry —t/ Tx
2 2

Napjatost skorepiny v jejim obecném bodé je popsana 10 vnitinimi silami:

Transformace napjatosti v obecném bodé skorepiny:

A X _ 2 . o .

7 )y Ng = Ny COS” a + Ny sIn“a + (nxy + nyx) sina cos a
B Py ng = : .

ﬂ)/ Zéx /7).( : : . :
v 2., Mpq = —My,y sin® a + myy cos?a — (mx - my) sina cosa
v}’ {;éé%f;?r ta =ty cosa +t,sina
/ ! ile o

”’/xi}/ﬂ tg = —ty sina +ty,cosa (127)




Premisténi skorepiny je popsano funkcemi:

Uy, Uy, Uy

Zakladni rovnice plnych tenkych skorepin

D£3) :u’X('x’ y)'uy(x; y)iuz(x; y) T —lex(x, y), A’
D§3) :u’X(x' Y); uy(x) }’); uz(x; y): — _szy(x, y),

D:,Sg) u, (%, 9), uy, (x,y), uz(x, y)| = +Ds1,(x, y).

sloZité parcialni diferencialni rovnice + okrajové podminky

Technicka ohybova teorie skorepin:

1. 1/, ~ 0 — geometricky predpoklad |:> M=l et At =

Potom napjatost skorepiny v jejim obecném bodé€ je popsana 8 vnitinimi silami
2. v = 0 — fyzikalni predpoklad
Sestaveni matic tuhosti konecného prvku pro reseni obecnych zakrivenych skorepin

je znacné komplikované. Uvadi se pouze zjednodusSené reSeni skorepiny aproximované
stéenodeskovymi koneCnymi prvKky.



Potencialni energie deformace vnéjsSich sil a vnitrnich sil pri prostorové napjatosti 7
Deformace télesa je zptuisobena silami nebo jinymi faktory napr. zména teploty télesa.
 Sily objemové - sily funkci hmotnosti uzavrené v urcitém geometrickém objemu
 Sily povrchove - sily vznikajici pri kontaktu téles

Kontinuum idealné pruzné - po odtiZeni se vraci do ptivodni polohy.

Statické zatiZeni télesa - od nuly do konecné hodnoty relativné pomalu.

Konzervativni mechanicky systém - plati zakon o zachovani mechanické energie.

"V/

Mechanicka prace ve spojeni s potencialni energii

s, kde V; a V; jsou hodnoty potencialni energie odpovidajicim
V, =V, =— j F - dr, | bodim S, a5, v prostory, F - dr je skalarni soucin vektoru
1 Sily F a diferencialu polohového vektoru dr. (128)

Jinak zména potencialni energie AV = V, — V, je rovna negativni hodnoté

mechanické prace 4 = |, 5512 F - dr sily F potencialniho silového pole na libovolné
draze mezi jeho dvéma body S; a S,.

AV = —A. (129)

Vzhledem k uvedenym zavislostem miiZe byt definovana i potenciadlni energie vnéjsich
i vnitrnich sil. Abychom jeji hodnotu jednoznacné urcili musime stanovit pro ni
srovnavaci stav. Za tento srovnavaci (vychozi, referencni) stav volime
nedeformovany stav télesa, stejné pro vnéjsi i vnitini sily.



Potencialni energie (pretvoreni) deformace vnitrnich sil

Po zdeformovani (pretvoreni) télesa se v télese f
akumuluje energie - deformacni (pretvarna) energie x
Sestistén namahany prostym tahem Trexydz
Celni pohled del.cdx doyxdydz
¢ bb b Oxxdydz w Uy
C i
o Txx —— ExxdX
' Expdx E;dex d(E;fxdx )
y| ¢ \a. e Elementarni prace mezilehlé vnéjsi sily
a ’ ]
4 dx | %dx —edx (Oxxdydz) naposunuti (dej,,dx) je rovna
” x (o), de, dxdydz).
Exx
Celkova prace linearné nardstajici sily dL = J Oy & dxdydz = dU
E3,5=0

V pripadé linearné pruzného izotropniho materialu pri prostém tahu plati
Exx 1 1
dU = Edxdydz j ExyAExy = EE g2 dxdydz = 5 OyrExpyydxdydz.
0
Poznamka: dL je deformacni prace vnéjSich sil a dU odpovida nartistu energie

deformace elementarniho hranolu o rozmérech dx, dy a dz.
Da se definovat jako plocha pod diagramem krivky napéti-deformace.

Oxx
/7 I4 = / v (o] =/ 7 Vv v 7 — , , —
Celkova prace linearné nardstajiciho pretvoreni  dL = J ExxA0xydxdydz = dU.
!
Oyxx=0



V pripadé linearné pruzného izotropniho materialu pri prostém tahu plati

Oxx

1 1 1
dU* = —dxdydz j 04y doy, = — 02, dxdydz = = 0,,&,,dxdydz.
E , 2E 2

Zavedeme pojem - intenzita (hustota) energie deformace oznacenou symbolem W 2.

Pomérna energie deformace wje energie vztaZzena na jednotku objemu.
Da se definovat jako plocha pod diagramem krivky

o ¥ Oxx
napeti-deformace.
Pro uvedeny material pri jednoduchém tahu plati
Wd
a_ 1 1. ’
W* = Eo-xxgxx = Engx'
we £
v/ v o ’ v . v 7 v, xXx
V pripadé pusobeni na Sestistén smykoveho napéti gy, \ -
a 0, je smykova deformace &, imérna smykovému Nelinearné Linearné& pruzny
napéti - nebot plati Hookdv zakon pro smyk 0y, = G&,. Pruzny material material
: g 1 1,
Potom energie deformace od smyku w* = > OxyExy = > GExy-

Analogicky se tvori i vyrazy pro energii ostatnich slozek napéti.

V pripadé prostorového stavu napéti linearné pruzného izotropniho materialu

d —
2WE = Oyxlxx + 0yy&yy + 0,28y + OxyExy + 0y28y, + O40Ey (130)

Plocha nad diagramem krivky napéti-deformace je pomérna komplementarni (dopliikova)
energie deformace zna¢ena W2.



V pripadé linearné pruzného izotropniho materialu vyraz v deformacich (pretvorenich)

We=Wwa(e) = [Ae? + 26(e2, + eZ, + e%,) + G(e2, + €2, + €2,)) (131)

Ev
kde A = A+ =2v) Laméova konstantaa e = &,y + &, + &, I. invar. deformace.

V pripadé linearné pruzného izotropniho materialu vyraz v napétich

we = we(o) (132)
1 1
2E (axx + ayy + O'ZZ) 2—= (axxayy + 0yy0,; + azzaxx) + — °C (ny + ayz + azx)

Oba vysSe uvedené vztahy miiZeme zapsat maticove
1 1
we = ESTDS a | We= EGTD‘la. (113)

Celkova energie deformovaného télesa o objemu V' je rovna integralu pomérnych energii

=ﬂ wqv | @ Uc=w wAdy . (134)
|4 1%

Pro linedrné pruZny material se energie deformace U a U, rovnaji (W% = W.2).

Lze ukazat, oWl (o) _ Oxx  V B aWC—d(U) — s

ze plati: S R LR (Uyy +052) = Exx do;; Y’
HEIC s : ow(e)

o = &y  atd.anaopa 9z, Oij




Potencialni energie (pretvoreni) deformace vnéjSich sil

Pri deformacCnim procesu existuji dvé dualni formy potencialni energie vnéjsich sil.
Na povrchu télesa dvé oblasti S, a §;, navzajem disjunktni.

Na oblasti (hranici) S, jsou predepsany silové faktory.
Na oblasti S, (hranici) jsou predepsany posunuti a pootocCent.

§ =58, + Sy, kde S je povrch télesa.

VVVVV

po objemu V a povrchu S. Dy Su
Na casti hranice S, je predepsano zatiZeni p = {py} a na objem V;, necht’ ptisobi
Pz

X
objemové sily X = {Y}

Z Potencialni energie vnéjsich sil

L=-— jf (Xu, + Yu, + Zu,)dV — H (Prux + Dyuy + Dru,)dS. (136)
Vp Sp

ux
Na Casti hranice S,, jsou predepsany posunuti u = {uy} a na objem ¥, necht jsou rovnéz

v 7 7 u
predepsany posunuti u. 2

Doplnkova potencialni energie vnéjsich sil

L. =— ﬂj (X?Ttx +Yu, + Zﬂz)dV — J (pxﬂx + pyluy + pzﬁz)dS. (137)
Vy, s,




Priklad: Tenky ohybany prut

Ze zakladni pruZnosti plati M,
Exx = —yuﬂz'» g ¢ Jieia [_y;
Z
kde uy, je kiivost ohybové Cary. kde M, je ohybovy moment a I, moment
setrvacnosti.

E =&y, 0=0,,aD=E.

1 1
U = JJ] %angV = ij %gTngV = U, = JESTO'dVJEO'TD_lo'dV =
vV vV % 14

E 1
= []], zen"anavez - . m 1, sy -
|4
f (u )deff yzdde = __ _Z d.X' jj Zdde —
A(x) A()

2 9
j I (x)[u (x)] dx . _ ! j Mz(x) dx
E 0 I, (x)
Odvod'te vyraz pro celkovou potenciélni energii soustavy El, = konst.

Energie deformace j (u ) dx £ (/T/I;/u (x)
4 4 7 2

ohybaného nosniku
x=3/4l s
Po‘Ee.fl,aalr.u energie L=—Pu,|x= —l /
vnejSich sil : 4 )
/7 vrv/ ) J
Prace vnejsich sil —- E]

2 3
Celkova energie soustavy Il = TZ . (ug,’ (x)) dx — Pu,, <x =7 l)



Energie soustavy

Potencialni energie soustavy - P.E.S.

P.E.S. se také nazyva celkova potencialni energie

PovaZzujeme-li téleso s jeho vnitinimi i vnéjsSimi silami za uzavienou soustavu,
muZeme definovat celkovou potencialni energii soustavy I1

I1=L+U, (138)
§=8,+S5,
kde U potencialni energie deformace, Sow B _
W je hustota potencialni energie
U = ﬂj Wd(gxx: €1y €12 Exyr Eyz sz)dV, deformace (energie na jednotku
v objemu)

kde L potencialni energie vnéjSich sil

L=— jﬂ (Xu, + Yu, + Zu,)dV — j (Pruy + Byu, + Dru,)ds.
Vp Sp

Pruh nad objemovymi a povrchovymi silami znamena, Ze tyto sily jsou zadané. Povrchové
sily na Casti S;, povrchu jsou zadané (zname).

Wd(ux, Uy, uz) =

Ev (E)ux ou,, (3uz>2 (139)

2(1+v)(1 —2v) \ 0x * % * 0z +

ou,\®  [(0u,\®  [ou,\’ du, ou,\® [(Ou, ou,\® [ou, ou,)\’
x 4 >
Gl(@x) +<ay> T\ %z oy "ax) T\ar ey ) e Ta ) |2

LG
2

Celkova potencialni energie I1 (ux, Uy, uz) pri pevné zadanych vnéjsich silach je funkci
pouze tri proménnych.




Komplementarni (doplinkova) energie soustavy 4 K.E.S

K.E.S. se také nazyva celkova dopliikova energie

n.=U.+1L, (140)

kde U. doplnkova energie deformace,

— d
V

kde L. doplnkova energie vnéjsich povrchovych sil na S;, a objemovych sil na V,

L, =— j j (Xu, + Yu, + Zui,)dV — f (pxtix + Dyl + P, i, )dS.
Vu Su

Pruhy oznacuji, Ze na casti povrchu S,, a ¢asti objemu V;, jsou zadana premisténi.

Pro linearné pruznou latku plati

Wc‘; =W (o) = (141)
2
ﬁ [(O'xx + O'yy + O-ZZ) + 2(1 + V)(O',?y + 0'332 + UZZx — O-xxo-yy — O-yyo-zz - O-zzo-xx)] =0

Povrchova napéti p,, p, a p, lze vyjadrit pomoci slozek napéti.

Potom celkova doplnkova energie I, (O'xx, Oyy» Ozz) Oxys Oyzy azy) bude vyjadrena jako
funkce 6 slozek tenzoru napéti.



Funkcional a jeho variace 8

Funkcional je funkce - defini¢ni obor je mnozina funkci, obor hodnot je mnoZina realnych
(komplexnich) Cisel.

Napriklad funkce energii U(ux, Uy, uz), L(ux, Uy, uz),H(ux, Uy, uz) a Hc(axx, Oyyrs ooy sz)-
Funkcional L(ux, Uy, uz) je linearni - funkce u,.(x, y, z), U, (x,y,2), u,(x,y, z) vystupuji

v prvni mocniné. Funkcional U (ux, Uy, uz) je priklad kvadratického funkcionalu.

1
Integrant W%(e) = = [Ae? + 2G (2, + €2, + e2,) + G(ed, + €2, + e2,) ).

Funkcional L(ux, Uy, uz) je definovan na mnoZziné funkci posunuti u, (x, y, z), u, (x,y, z),
u,(x,y,z), spojitychna VV a S azZ do jejich tietich derivaci plnici predepsané kinematické
(geometrické podminky na S,,.

Protoze L(u,, u.,u, ) je urcity integral potom trojice funkci u?, u%, u2 z defini¢niho oboru
xr» Uy, Uz xr» Uy Uz

se zobrazi do jediného bodu R, na ose realnych cisel. R, je hodnota potencialni energie

vnéjsich sil odpovidajici hodnotdm ug, uy, u. Pro jinou trojici uy, uy, u; mame R;.

Pro dvé trojice funkef uy, uy, u; (zobrazeni L — Ry) a uy, uy, uy (zobrazeni L — R)
Rozdily ul(x,v,z) —ul(x,y,z) = 6ul(x,y,z), uy(x,y,z)—uy(x,y z) = suy(x,y,z)
a ul(x,y,2) —ul(x,y,2) = 6ul(x,y,z) senazyvaji variacemi funkci ~ uy, uy a uy.
Rozdil L(u} u},ui)—L(ud ud,ul)=AL =R, —R, senazyva ptiriistkem funkciondlu

L(uy, s u,) vbodé u?, ujy, uy na variacich duy, suj a duy.



v/ o . /4 . aL aL aL
PrirGstek funkcionalu - 1. variace ~ §L = — 6ud + — 5uy

aux auy auz
2 fﬂ O S O f (50Ul + By Su$ + p,0ul)dS.
V Sp

AL = L(ug + 6uf, Qs S8 1AL T B sul) — L(u,‘g,uf,,ug) = L(6us, suy, L] o

0
ou,

Prikladem kvadratického fukcionalu je potencialni energie deformace

wa (exx, Eyyy v ezx) =

=G [1 (gxx el Eyy 75 SZZ) + (gxx + gyy T & ) ts5 (gxy 3 gyz 55 gzx)] =
p awd awa
SWH = 2Bty + -+ 5Bt = 26 [1 = (&xx + &y + £25) (Oern + Beyy + 8e;) +

1
+(£xx5£xx + €5y 08y, + 8225822) + > (exy&exy + €470y, + ezcher) ] :
asw e s asw
gxx agxx

HI(Be0)? + (865)? + (86001 +5 (881" + (52,5)" + (5,07
Nakonec

G (e A e F A (5 e e o 5 S =it (142)

S2wé = 5(5 d) — < (Sexx> ={G e (5exx et (Sezz) -

0 Exy

Druha variace kladné kvadratické formy se rovna této forme na prvnich variacich
promeénnych. Je vzdy kladna a nulova pouze pro 6&,, = 8¢y, = ... = 8¢, = 0.



Virtualni prace

F - u |sila a premisténi vzajemné priinné souvisi — skutecCna prace (143)
F - 6u |prace skutecné sily na virtualnim premisténi - L R
S B RS e R e virtualni prace (144)
OF - u |prace virtualni sily na skutecném premisténi -
Virtualni premisténi - libovolné moZné premisténi v mezich vnitinich a vnéjsich vazeb
(omezeni)
Virtualni sila - libovolna (povrchova nebo objemova) sila, ktera nezavisi na skute¢ném
premisténi.

Virtualni napéti - 6oy, 67,,, ... musi plnit diferencialni rovnice rovnovahy a statické
podminky rovnovahy na S, (staticky pripustne).

Princip virtualnich premisténi

Kdyz se téleso nebo jeho libovolna ¢ast nachazi v rovnovaze, potom je virtualni prace vSech
skutecnych vnéjSich a vnitrnich sil na virtualnich premisténich a pretvorenich
(deformacich) rovna nule.

00,y aaxy 00, doyy, 00y, 00y, _

jﬂ K + e + X ) Su, + 9y + 3y + e +Y |ou, +
d 00 0 _
( oox Iy GZZ+Z> Suzl dv —

dx  dy @ 0z (145)

_ f |(px — Br)Ouy + (py, — By)Suy, + (p, — PL)Su,] dS = 0.
Sp

Vzhledem k tomu, Ze du,, 6u, a §u, jsou libovolné hodnoty, potom vyrazy v kulatych
zavorkach se musi rovnat nule - podminky rovnovahy.



f f (X6u, + Yéu, + Yéu,)dv — j (5rSuy + PySuy, + p,6u,)dS +
vV s,

+ j j j (OxxB0&xx + Oyy0€yy + 02,885, + 0xy8xy + 0,86, + 0,86,,)dV = 0.
V

KdyZ virtualni prace vnéjsich a vnitrnich sil na kinematicky pripustnych virtualnich
premisténich je nulova, potom se téleso a i jeho libovolna ¢ast nachazi v rovnovaze.

Princip virtualnich premisténi se nazyva vSeobecny princip rovnovahy.

(146)

Princip virtualnich sil

Jﬂ (exx(Saxx + €y 00yy + €,,00,; + Exy00yy, + €,,00,, + ezx(SGZx)dV —
v

— jﬂ (16X + Uy, 8Y + U, 6Y)dV — ﬂs (15D + 1L, 0p, + ,6p,)dS = 0.
- p

Soucet praci virtualnich vnéjsich a vnitrnich sil na skutecnych premisténich
a deformacich se rovna nule

Tento princip se také nazyva vSeobecny princip geometrické spojitosti.

(147)



Klasické variacni principy
Lagrangeho variacni princip minima celkové potencialni energie soustavy
Vychazi se z principu virtualnich premisténi

Z G s OWd(eU)
j]f (UijSSij o Xi(Sul-)dV = Jj pi(SuidS = 0, L] =XY,2 d O-ij
%4 Sp

w4
ElE jﬂ deUdV Uf X, 5u;dV — ﬂ 5.5u,dS = 0
aeu
R i
ow« i
Uf i SeijdV = 6U Jff X SuldV ﬂ p;ou;dS = 6L
V l] S IR

Tedy |6U +6L=6(U+ L) =6I1=0 e
H(ux + 5ux,uy + Suy,uz + 5uz) = H(ux, Uy, uz) + 5H(ux, uy,uz) + oseph-Lous L
oseph-Louis Lagrange

+82M (uy, uy, uy), kde 82M(uy, uy,u,) = 62U+ 0= 0, comte de I'Empire

a&'ij

Plati H(ux + Ouy, Uy + O0uy, u, + (Suz) = H(ux, Uy, uz) (148)

\\ J
DX

minimum

Véta o absolutnim minimu potencialni energie

Ze vSech kinematicky pripustnych premisténi jediné skutecna premisténi
(odpovidajici rovnovaznému stavu) davaji potencialni energii soustavy minimalni
hodnotu




Castigliantiv princip minima komplementarni energie soustavy
Vychazi se z principu virtualnich sil

oW (ay;)

jjj (€l]5Ul])dV— jj ﬂl5pldS = 0, l,] =X, ¥Y,Z 4 gij = 5
1% Sy Oij

ow e
Potom 4 Sa;;dV — u;6p;dS = 0.
00 : J
e 1% ij S

u

J\\ J
a X B
aw, K
jjj _CaGl]dV e Jj uidpids =

|4 aO-ij Su Carlo Alberto
- Castigliano
+U SWAAV = §U, —5ﬂ u;p;dS = oL, 1847 - 1884

vV Su

Tedy | 6U, + 6L, = 6(U,. + L.) = 611, = 0.

6HC(O-ij + 50'1']') = HC(O-ij) ir 617C(0ij) - 62HC(0-ij) = O, kde
6. =0 a 6%, =6%U,+L.) =6%U.+0=0.

HC(O-ij + 6O-ij) = HC(O-ij) I:> HC(Gij) = min. (149)

Véta o absolutnim minimu komplementarni energie

Ze vSech staticky pripustnych stavi télesa jediné skute¢na napjatost
dava komplementarni energii soustavy minimalni hodnotu.




Maticovy zapis principu virtualnich premisténi (Lagrange)

ﬂv (5e)TodV — ﬂv (Sw)TXdV — ﬂs (su)"pdS = 0,

-

X Px
Yz{?], p=1<by;t, e=Tua |ul=u
ﬁz Sp
kde &u libovolné kinematicky pripustné pole posunuti,
6e libovolné kinematicky pripustné pole deformace.

\.

Z Lagrangeova principu lze odvodit
rovnice rovnovahy
a statické okrajové podminky

(150)

(doplnujici podminky)

J

Y
DEFORMACNI METODA

Maticovy zapis principu virtualnich sil (Castigliano)

ffv (50)TedV —jJV wX)TﬁdV_jL (6p)TdS = 0,

do + X = 0 statické podminky rovnovahy, | P

a doperator,
kde OX, 6p libovolné staticky pripustné pole zatiZeni,
oo libovolné staticky pripustné pole napéti.

Su

Z Castiglianova principu Ize odvodit
geometrické rovnice
a geometrické okrajové podminky

(151)

= p, |doplnujici podminky,

NG
SILOVA METODA



Pretvoreni a napéti pri teplotnich zménach
V pripadé, ze zména teploty je linearni funkci souradnic x, y a z a téleso je podepreno
staticky urcitym zplisobem, zmény objemu a tvaru télesa nejsou spojeny se vznikem

napjatosti v télese.
U staticky neurcitém podepreni v dlisledku nadbytec¢nych vazeb branicich volné zméné

rozmeéri télesa od teplotniho pole vznikaji v téchto vazbach sily a timto i napéti v télese.
Téleso nemiiZe volné dilatovat.

Oznacme pocatecni teplotu, pri které jsou dany rozméry télesa T, a novou teplotu T,

potom prirustek teploty AT = T, — T. Necht soucinitel teplotni roztaznosti je oznacen a,

Potom pomérna zména délky od pisobeni zmény teploty v pripadé izotropniho materialu
er = apAT. (152)

Pro prut délky L s konstantni zménou teploty AT lze stanovit jeho prodlouzeni
L L L
ALT = j ET dL - j C(TATdL - OCTATJ dL - CZTATL
0 0 0

Pro prut na koncich neposuvny vznika osové napéti, které 1ze urcit z podminky

O-XX
Exx = Exr + &y = 0, kde €,y pomérna deformace od osové sily. Pretvoreni  &xy = e

(0}
arAT + % — 0. Nakonec |Oxx=—FEarAT.

V pripadé spojitého téles podle principu superpozice napt.  &yy = &xx + apAT

T _ . T _ T _ T _
€ii = €ii + aTAT»l =X,V Z, Exy = Exyr Eyz = Eyz, Ezx = Ezx. (153)




FYZIKALNE NELINEARNI MODELY

Materialy s nepruznou deformaci - nevratné deformace

Pripustime-li existenci nepruznych deformaci vzniknou pomeérné slozité nelinearni
(fyzikalni) vztahy.

Napjatost o obecné zavisi nejen na okamzitém stavu &, ale na celé historii od
pocatecniho do vySetrovaného stavu. To znamena v konkrétnich ulohach hraje roli Cas
— sleduje se Casova délka a rychlost casovych zmén.

Takoveé obecné modely materialu 1ze nazvat reologicke nebo takeé fyzikalné nelinearni.

Reologické modely materialu

Material s pruzné plastickymi vlastnostmi se nechova pri odlehCeni stejné jako pri
zatézovani. Predpokladame-li, Ze zatiZeni materialu roste azZ po bod R. Potom nastane
casteCné odlehcCeni a diagram pokracuje do bodu S. Nato probéhne pritizeni, kdy graf
se vraci do bodu R. Plocha ohraniCena hysterezni smyCckou RSR predstavuje
disipovanou mechanickou energii.

b, A

Y
Y



Kdyz pri zatiZeni prekrocime mez kluzu gy, potom odlehceni a zpétné zatiZeni ma vliv na

zvySeni meze kluzu op = oy,.

Deformacni vlastnosti stavebnich materialli 1ze s dostate¢nou piesnosti vystihnout
bilinearnim pracovnim diagramem - ocel (E a E,), beton (Es a Ey,).

Podle zalomeni linearnich ¢asti uvazujeme 4 zakladni pripady.

1. Tuho-plasticky material

o — LN Saint-Venantv prvek
B R
!
! o SV o
OR l -— o—n
| L\
u ) £ . Ok
0 Se |

3. Pruzné-plasticky material

. J\/\/\/\ Hooktv prvek

- A H

A

ol

| 0o

Or

ol

4

ol

2. Tuho-plasticky matrial s linearnim zpevnénim

NV 6
\YZ
L\

Ok

4. Pruzné-plasticky matrial s linearnim zpevnénim




Fyzikalni rovnice izotropniho materialu s casoveé zavislym pretvorenim
Diskrétni modely - zkouma se reologie materialu

Zmeény v Case - relaxace materialu a dotvarovani

ERR /Aot treci prvek Saint-Venantiiv prvek
J\/\/\/\ pruZny prvek Hooktiv prvek
- E ° viskézni prvek Newtontlv prvek

U Newtonova viskozniho prvku sila v ném je zavisla na rychlosti deformace (rychlosti

vzajemného posunuti konct prvku.
de

o=A—=2¢ (167)
dt de
kde A je soucinitel viskozniho treni (odporu, tlumenti), t je Cas (€ = = )
V reologii materiali se jejich model popisuje na rtiznych kombinacich zakladnich prvkd.
Kelviniiv model Maxwelliiv model
E Oy
o o o B 0}
W R ‘—“"/\/\/\/\ L~ Nakonec fyzikdlni rovnice
|}:_ on €y EN Maxwellovy latky
, 0 =0y = Oy ldo 1 1 1
o=o0y+oy=FEe+ Ae 169)| s = —— 4+ _5=—4F+—
H 1 ON (168)| & =&y + ey (169)]| ¢ Edt+/10 EG+/10 (170)

E=E&y = &y

VVVVVV



Funkce E a A mohou byt pouze funkci ¢asu (E = E(t), A = A(t)) - transcendentni reologie.

V pripadé, Ze uvedené veliCiny jsou i funkci napéti, pretvoreni apod. hovorime
o parametrické reologii.

Triparametricky model - Poyntingova-Thomsonova latka

E, & Plati oy +o0x =0 = & E; = exE, + Ay
o 5 € =¢y + &, @
E kde € Sl Eg = E—E :e—i
A LSRR e 2 B
Po dalsich apravach
A do E,
Eldt+ma—eE2+As , kde m—1+E—1.

Po vynasobeni posledni rovnice vyrazem ef2t/4 a dal$ich upravach

%(eeEZtM) = %(m + %%) ef2t/2,

Integraci v casovém intervalu T € (t,, t) dostaneme

t 1 do(z
g(t) — e—Ezt/l {gerzto/A _|_f [ ma(r) + E_ ( )] Ezt/ﬂ.d,[} (171)
to 1

00
Kde &5 = je pocatecni pretvoreni v case t
% = 0-

1



Inverzni vztah ziskdme vynasobenim posledni rovnice clenem e a upravime na tvar

d E; de
— (emElt/AO.) oL 7<E2€ il Ad ) pME1t/A
Potom
“1E, de(T)
o(t) = e MExt/A O'OemEltO//l + El_[ 75(1‘) + eMELt/Adr (172)
to

Pri konstantnim napéti o = oy = konst. Ize ziskat vztah pro dotvarovani

e(t) = — + — [1 eB2(t=to)/2], (173)

Pri konstantnim pretvoreni € = ¢y = konst. lze ziskat vztah pro relaxaci (ochabovani)

E
£) = gae ME1(t=t0)/A 4 ¢ Z2[1 _ pmEx1(t—te)/A] 174
a(t) = gge & [1-e | (74

Triparametricky model - Zenerova latka
E3

pE A

o) o

de Ay do

Eze(t) + A4 (1 + E4> 1; o+ E_4d_ (175)

" Zenerovu latku s konstantami E3, E, a A, popisuji stejné vztahy
J\/\/\/\_'I_ jako Poyntingovu-Thomsonovu latku s konstantami E;, E, a A.

E, A

E3 E3 + E4-
E, =Es+E,; E,= E—(Es + E4)» A= E, Ag.
4



Vztah pro dotvarovani PT latky lze pouZzit i pro Kelvinav prvek (E; = o0, E, = Fam = 1)

0]
e(t) = EO [1—eEt-t)/2] | (176)

Podobné na dotvarovani Maxwellovy latky je treba zavést (E; = E,E, = 0am = 1)
a po dalSich upravach lze ziskat

£(t) = =

Zobecnény Maxwelliiv model zaloZeny na uziti Pronyho rad (pro modelovani
viskoelestické deformace)

+ % (t — tg). (177)

Smykovy modul G(t) aobjemovy modul K(t)jsou
funkcemi casu. Tyto hodnoty vstupuji do vztahu pro
vypotet a(t) = f(£@®), G(t), K(1)).

JestliZze, konstantné pusobici ‘
zatiZeni je odebrano, ¢ast
viskoelastické deformace se

Op
postupné zmenSuje (vétev
znaCena teckami).

To znamena, Ze u visko-elasticity, Ouf========-====-=
_ obdobné jako _
C buti u creepu (dotvarovani), je Cast ot
reep a znovu nabyti Relaxace materialu

piivodniho tvaru deformace po odtiZeni vratna.



Obecna charakteristika reologického materialu
Na rozdil od diskrétnich modeli pro popis reologie materiali, predpokladejme opét cast
télesa jako elementarni objem dxdydz. Tento objem se da nazvat ,skrinkou premeén®.
v/vVv v = =V a4 4 v /7 T
Na vstupu do skrinky uvazujeme veliCiny zatiZeni (napéti) o = {axx, Oy, wees sz}

a teplotu T a na vystupu obdrzime vystupni veli¢iny € = {exx, iy SZX}T. Je zrejmé,
ze parametry o, T a € plné popisuji sledovany ,jev premén®. Pretvoreni € je plné

v zavislosti na danych vlastnostech , skrinky“ vstupnimi veliCinami @, T a jejich historii
v Case t. Nekonecné malé prirlistky de odpovidaji prirtistkiim da, dt a dT. Potom lze
zapsat

de = Ado + B dt + C dT, (178)

t je Cas, prvky matice A a slozky vektort B a C jsou néjak zavislé na €(x, t), o(x, t)
aT(x,t).Vpripadé, Ze se omezime na izotermické soustavy, pro néz T = const,
Potom dT = 0 a posledni ¢len v rovnici odpadne.

Necht v case t = 0 je znamo pole o a €. RovnéZ je znama historie vnéjsich vlivii o.

Vysledna odezva miiZe byt okamzita nebo nasledna. Pri odezvé okamzité B; = 0
a A;; nezavisi na Case. V tomto pripadé se odezva projevi okamzité a dale se nemeéni,

dokud se nezméni a. Nasledna odezva vznika v priibéhu casu.

Odezva miiZe byt vratna a nevratna v zavislosti co nastane, kdyZ vnéjsi vlivy vymizi.
Celkova odezva soustavy po vymizeni vnéjSich vlivi 1ze vyjadrit ve tvaru souctu
vratné a nevratné odezvy. Nevratné pretvoreni je ,paméti“ na vymizelé vnéjsi vlivy.



Zakladni nelinearni materialové modely vhodné pro ocel
Pro aplikace modeli je treba se seznamit se zakladnimi pojmy z oblasti plasticity.

Zaklady plasticity koviu
KdyZ tazny materidl bude namahan napétim presahujici mez pruznosti, potom lze
zaznamenat narust velkych trvalych deformaci.

 Plasticita se vazZe k odezvé materialu za mezi kluzu.

 Plasticka odezva je dilileZita v pripadé tvareni kovi.

* Plasticita je také diileZita jako mechanismus pohlcovani energie v konstrukcich pfi jejich
uzivani.

Materialy s malou taznosti

— Materialy, které selZou pri malé plastické deformaci jsou povazovany za krehké.

— Duktilni (plastické) chovani konstrukce je v mnoha ohledech bezpecnéjsi nez krehka
odezva konstrukce.

Plasticka deformace nastava v dlisledku prokluzu mezi vrstvami atomi v diusledku
smykovych sil (deviatorové napéti). Jedna se o dislokaci a preskupeni atomt v krystalické
strukture (toto lze zjednodusSené nazvat ,prokluz” vrstev).

Vysledkem je nevratna nebo trvala deformace po odtiZeni.

Prokluz (deformace od smyku) nezptisobuje Zadné objemové namahani (stav objemové
nestlacitelnosti), na rozdil od pruzZného stavu.

Plasticka odezva konstrukce (typicky v diisledku viceosého stavu napéti) vychazi
z vysledkill zkousSek na jednoosém zkuSebnim télese.



Z vysledki jednoosé napétové-deformacni zkousky Ize odvodit tyto informace:
* Mez proporcionality (oblast platnosti Hookova zakona o = E¢).

e Mez kluzu.
* Materialové zpevnéni.

Mez proporcionality a mez kluzu

Vétsina duktilitnich kovii se chova linearné do irovné

napéti nazyvané mezi proporcionality.

* Pod touto mezi je zavislost napéti na deformaci
linearni. Navic pod mezi kluzu v oblasti po mez
proporcionality je zavislost napéti-deformace
pruzna.

* Po odtizeni nenastava trvala deformace.

ProtoZe se jedna o maly rozdil mezi mezi

proporcionality a mezi kluzu, potom ve vypoctech
se uvazuje pouze mez kluzu.

Cast kiivky (diagramu) napéti-deformace pod mezi

kluzu se nazyva pruzna a ¢ast nad mezi kluzu
se nazyva plasticka.
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Materialové zpevnéni

Po prokluzu (po prekonani meze kluzu) je chovani materialu charakterizovano jako
pruzné-perfektné plastické a nebo jako zpocatku pruzné s naslednym deformacnim
zpevnénim.

Deformacni zpevnéni je odezva materidlu, pri kterém se mez kluzu zvétsuje v zavislosti
na rustu deformace v oblasti za poc¢ate¢ni mezi kluzu.

Plasticita nezavisla na rychlosti

o | Pruzné-plasticky material o | PruZné-plasticky material
Je-li materidl nezavisly na rychlosti zatéZovani g, |22 B B
silami nebo deformacemi, potom hovorime, o | |
materialové plasticité ,rychlostné nezavislé”
(Rate-Independent Plasticity).
Vétsina kovi je plasticky rychlostné nezavisla &y ¢ &y ¢
pri teplotdch mensich nez 1/4 az 1/3 teploty Jednoosy diagram napéti-deformace
tani a pri malych rychlostech zatézovani
(kvazistatika).

Fyzikalni rovnice pruznoplastického materialu

Predpoklada se, Ze vektor celkového pietvoreni £t°t 1ze rozdélit na pruZnou a plastickou
cast

gtot = gél 4 P!, (179)

Vektor napéti o vztaZzeny k pruznym deformacim pomoci matice pruznostnich konstant D
o = De® = D(&'t — £P).

Pri odvozeni potrebnych rovnic se vychazi z prirtistkové (inkrementalni) teorie plasticity.



Prirtistkova (inkrementalni) teorie plasticity

Je zaloZena na matematickych vztazich charakterizovanymi prirtistky napéti Ao
a deformaci Ae popisujici chovani materialu v plasticke oblasti.

Teorie inkrementalni plasticity ma tri zakladni ¢asti:
1. Kritérium vzniku plasticity (definovani plochy plasticity),

2. Zakon toku (zakon plastické deformace),
3. Zakon (formulace) zpevnéni.

1. Kritérium vzniku plasticity

Vznik plasticity se odvozuje ze vztahli mezi viceosou napjatosti a jednoosymi stavy
napjatosti.

» Tahové zkousSky na vzorcich poskytuji data, ktera se daji jednodusSe zobrazit
a predstavuji napéto-deformacni krivku.

» Skutecna konstrukce obvykle vykazuje viceosy stav napéti. Kritérium vzniku plasticity
poskytuje skalarni invariantni miru stavu napéti materialu, kterou lze srovnavat
s jednoosym pripadem napjatosti.

V obecnosti stav napéti miZe byt rozdélen na dvé ¢asti:

* Hydrostatické napéti - generuje oy p o —p
objemové zmeény 1 T 2 T
(4 7 v,/ - 0-3 = p — 0-3 - p
* Deviatorove napeti - generuje 02 pr~ > P~ > 027 P >
tvarové zmeén
y Stav napéti Hydrostatické napéti p Deviatorové napéti zptisobujici
(01 # 03 # 03) zplsobujici pouze pouze tvarové zmény

objemové zmény



Von Misesovo kritérium predpoklada, Zze mez vzniku plasticity od energie odpovidajici
tvarovym deformacim v jednotce objemu je rovna energii ve stejném objemu v pripadé
jednoosé napjatosti na mezi kluzu.

Za tohoto predpokladu je odvozen skaldrni invariant (von Misesovo ekvivalentni napéti):

o, = %J (i =0+ (0, o2+ (=% |  (180)

KdyZ von Misesovo napéti prekroci hodnotu meze kluzu pri jednoosém namahani, potom
nastava zplastizovani (kluz) materialu.

Zobecnénim predchozi ivahy o tom, Ze materidlovy model se vyznacCuje nevratnymi
deformacemi v pripadé€, kdy jsou prekrocena kritéria platna pro pruznou oblast a za
predpokladu, Ze plastické deformace vznikaji okamzité, to znamena nezavisle na Case,
potom v 6 rozmérném prostoru napéti je pruzna oblast ohranicena funkci kluzu F.

F(o,x) <0, (181)
kde K je vektor proménnych vyjadrujici zpevnéni popripadé zmékceni materialu.
Pruzny stav je reprezentovan pripadem, kdy F(o, k) < 0.

02

Plocha kluzu F (o, k) = 0 definuje hranici pruzné oblasti.

V 3D prostoru hlavnich napéti Misesovo napéti odpovidajici pocatku
vzniku plastisticity tvori valec s osou, na které g, = g, = 03.

Lze poznamenat, Ze stav napéti uvnitr valce nedosahuje hodnot
pro vznik plasticity.

Dale, je-li material zatiZen hydrostatickym napétim o; = 0, = 03,
potom Zadna jeho velikost nezpusobi vznik plasticity.



2 Zakon toku (pretvareni)

Rozvoj plastické deformace se urcuje podle zakona toku.

deP! = dA6—Q (182)
oo

kde A je méritko prirtistku plastické deformace, Q je plasticky potencial, tj. funkce
potencialni energie, ktera predstavuje povrch v prostoru napéti a plasticky priristek deP*
je vektor ve sméru normaly k tomuto povrchu (obdobné jako v linearni teorii). Z daného
predpokladu se jedna o asociovany zakon toku.

Z4kon toku definuje jak se jednotlivé slozky plastické deformace (g 3 85 l atd.) méni
s kluzem.

Zakon toku odvozeny podle uvedeného kritéria vzniku plasticity je typickym prikladem
implikujici, Ze plasticka deformace se rozviji ve sméru kolmém k ploSe plasticity.

* Takovy zakon toku (pretvareni) se nazyva asociativni.
« VSechny modely plasticity kovi maji zpravidla popis odpovidaji asociativni zakonu
toku.

Zakony toku, ktera jsou odvozeny z funkci, které jsou odliSné od uvedeného kritéria
se nazyvaji neasociativni zakony toku. Tyto zakony potom mohou vystihovat

-----

Zde patri modely pro zeminy, kamen, beton atd. Mezi neasociativni modely plasticity patri
napl. Drucker-Pragertiv model - pro modelovani keramiky, ,Cast Iron“ model -
pro modelovant litiny apod.



3 Zakon (formulace) zpevnéni

 Zakon zpevnéni popisuje, jak se méni plocha plasticity (velikost, poloha a tvar)
v disledku plastické deformace.

 Zakon zpevnéni urcuje, co se bude dit dale s kluzem materialu pri narustajicim zatiZeni,
popripadé pri odtiZeni.

* Toto je v kontrastu s pruznoplastickym materialem bez zpevnéni, kde plocha plasticity
se nepohybuje.

Uvazujme opét plochu plasticity ve tvaru Plasticky Plocha plasticity po ptitizent
valce.

N,elnl definovan napjatostni stav za plochou Pruzny  “~—___ pocatecni plocha plasticity
valce.

0’1 g 5

Ve skutecCnosti, zakon zpevnéni popisuje zmény
valce v zavislosti na kluzu (posun vrstev atomt Plasticky ol _—
v materialu)

&

Jednoosy diagram
napéti-deformace

RozliSuji se dva zakladni zakony zpevnéni
popisujici zmény plochy plasticity (kluzu).

Prostor hlavnich napéti O3

g2
Kinematické zpevnéni
Plocha plasticity
se neméni z hlediska své
velikosti, ale premistuje
se ve smeéru kluzu. S

Izotropni zpevnéni
Nésledna ploch e
plasticity Plocha plasticity se
Pocitetni plocha rovhomeérné rozsiruje
ve vSech smérech Y
o plastického toku.

o) Nasledna plocha

plasticity

02

Pocatecni plocha
plasticity



Kinematické zpevnéni

Vétsina kovu v pripadé cyklickém zatiZeni deformacemi (cyklické zkousky materialu)
vykazuje chovani materialu odpovidajici kinematickému zpevnéni.

[lustrace chovani materialu pri kinematickém zpevnéni - zavislost deformace na napéti

* Nasledna hodnota kluzu v tlaku se L 01 o4
zmensSuje az o mez kluzu pri prechodu do Nasledna plocha ,
7 . i . . o
tahu, potom rozdil mezi kluzy (mezi plasticity, [ A4—~<¢

pocatecni a naslednou plochou plasticity)
je neustale stejny, a to 20,

(Tento jev je znam jako Bauschingertv Pocsteéni plocha

efekt) ! plasticity
* Pulvodné izotropni material jiz dale neni
izotropni po kluzu nastava kinematicke 02
zpevneéni. (o
* Pro simulace velkych deformaci se miize a’
stat linearni kinematicky model nevhodny, % 25
a to kvili Bauschingerovu efektu Oy T =
(nerealisticky pribéh pri odtiZeni). =

Kinematické zpevnéni se v obecnosti pouziva v pripadé malych deformaci u aplikaci
s cyklickym zatiZenim.



Izotropni zpevnéni

[zotropni zpevnéni znamena, |
7e plocha plasticity se béhem Nliilggiﬁ plocha -
plastického toku rovnomeérné ’ P

rozSiruje. Termin ,izotropni“ oznacuje

,
rovnomérnou dilataci plochy plasticity. 2:;
Vyneseni krivky napéti-deformace Pocatecni ploch ©
umoznuje porozumeét tomu, plastietty I

co se déje béhem cyklu zatéZovani

a odtéZovani: 72

Z obrazku je patrno, Ze nasledny kluz v tlaku se rovna nejvysSimu napéti dosazenému
béhem tahové faze.

Izotropni zpevnéni se casto pouziva pro simulace velkého pretvoreni nebo pro
proporcionalniho zatiZeni. Pri cyklickém zatéZovani izotropni zpevnéni neni obvykle
pouzitelné.

Vstupni data pro vypocty

Jsou rizné typy diagrami zavislosti napéti- a
deformace.

Bilinearni skladajici se ze dvou vétvi. Linearni Cast

a plasticka Cast se zpevnénim.

U multilinearni reprezentace je plasticka cast - — ne
aproximovana po sobé navazujicich fadou usecek. Bilinearn{ € Multilinearni



Pri experimentu rozliSujeme ziskané diagramy napéti-deformace podle miry presnosti

na inZenyrské a skutecné.

InZenyrske krivky Ize pouzit pri analyzach s malymi deformacemi, skutecné krivky jsou

vice reprezentativni pri popisu plastického stavu materialu.
* Jsou-li dany data odpovidajici inzenyrskym zavislostem
mezi napétim a deformaci, pak lze za urcitych
predpokladi tyto data konvertovat v zavislosti
odpovidajicim skutecnym krivkam, a to takto:

Az do dvojnasobku napéti, pri kterém dochazi ke kluzu:

0 = Oeng, € = Eeng-

A
Napéti

A7 do bodu, kdy dojde k vyraznému zuZeni prirezu (vzniku krcku):

= O-eng(l F Seng); E= ln(l o Seng).
* Pri konverzi napéti se predpoklada Ze:

— Material je nestlacitelny (prijatelné pribliZzeni pro velka napéti).
— Predpoklada se, Ze rozlozeni napéti napric¢ priirezu vzorku je rovhomeérné.

* Po vniku krcku:

— Neexistuje zadny prevodni vztah mezi inZenyrskou a skutecnou zavislosti mez napétim
a deformaci. Musi byt zméren (zohlednén) okamzity prirez.

jako u linearni analyzy.

vI/v

VZdy se musi se zadat jako minimum modul pruznosti E a soucinitel pricné kontrakce v

Skutecné

-
-

InZenyrské

=

Deformace



Modely s malou plasticitou pro geomechaniku

Predpokladaji se modely plasticity rychlostné nezavislé (rate-independent) na zplisobu
zatézovani, tak jako bylo uvedeno u plasticity kovii. Struktura materiald jako jsou zeminy,
horniny je odliSna. UvaZuje se material tvoreny spojenymi zrny (krystaly minerald, drobné
kamenivo atd.).

Mohr-Coulombuv model

Izl

Pro zrnity material se aplikuje klasicky
Mohr-Coulombiiv model. Spojuje vysledky
experimentli Coulomba a Mohra.

Mez plasticity (poruSeni) tvori Sestiboky
jehlan aproximujici Coulombovu rovnici T \g[gi‘;g"é et M s T
T = otan @ + ¢, kde 77 je te¢né napéti (183) N: ) .

na smykové ploSe (smykova pevnost) na mezi

poruSeni, o je normalové napéti plisobici
kolmo na smykovou plochu, ¢ je soudrznost
zeminy (koheze) a ¢ uhel vnitrniho treni.

a3
i

0

mahani elementu a zobrazeni na Mohrove kruznici
Tlakovy meridian

(6 = 30°) 4 7
j Tahovy meridian
- (0 = —-30°)
4

cd

a3 O-M

Vzhledem k odliSnost chovani materialu v prostorovém tahu
a tlaku, ma jehlan pouze tri roviny symetrie. Roviny jsou tvoreny
oblasti tlakového meridianu a tahového meridianu.

01=0y=03 y O1



Ve tri rozmérném prostoru, Mohr-Coulombovo kritérium plasticity je definovano

vztahem

Fyc =0, sing + og| cosf —

sin 6 sin @

V3

— CcCcosQ,

(6] 5o 8w 0
3

kde o, =

, Og = \/]_2, sin(360) =

3V3 Js

py

Lodeho parametr popisuje
orientaci vektoru
deviatorového napéti

o= m vzhledem

kose 04 = —03

v devidtorové roviné.
Uhel, ktery vektor

deviatorového napéti svird o e, s, '

s touto osou,
se nazyva Lodeho dhel.

(184)

T

o, je hydrostatické napéti, /, a /3 jsou druhy a treti invariant deviatorového tenzoru
napéti, 0 je tak zvany Lodeho uhel, ¢ je thel vnitrniho treni a ¢ je koheze. Ve specidlnim
piipadé, kdy ¢ = 0° potom Mohr-Coulombovo kritérium plasticity se redukuje

na plochu plasticity podle Trescy, kdyz ¢ = 90° tak popis odpovida Rankineovu

kritériu.

Obecné izotropni Mohr-Coulombiiv model vyuziva

neasociovany zakon toku.

Odpovidajici plasticky potencial 1ze vyjadrit takto:

Qyc = o SinY + g5 | cos O —

sin @ siny

=)

(185)

kde y je uhel dilatance.

Uhel dilatance (objemova zména od smykovych deformaci
u zrnitého materialu, zrnity material ma tendenci pri
smykovém namahani zvétSovat objem).

Smykové napéti

Prosty smyk

L
—

Nardst

Smykova deformace

Zvétseni objemu

=

Objemova deformace

Zmenseni objemu

Pokles

Smykova deformace



Jednoosa pevnost v tlaku f, a jednoosa pevnost v tahu f; se daji dat do souladu
s uhlem vnitrniho treni ¢ a kohezi c

2 cos@ Q 2cos @ %
—c——"" _ 9 n(4 o —) a =c—_=26tan(45°——). (186)
fc Cl—sin(p cta 5 +2 ft 1+ sing 2
V pripadé betonu Mohr-Coulombova T K| N
plocha kluzu nevystihuje oblast | ik
tahové pevnosti (u betonu pevnost | v
v tahu je mnohondsobné mensi nez
e c . ’ —
pevnost v tlaku). Pro vice realisticke > orcoiomtv [ B
4 ) . povrch
chovani je nutno doplnit Mohr- <4 <4
Coulombiiv model o dalsi kritérium
v oddélené tahové &asti plochy kluzu. FPuvodnijehlan Jehlan doplnény o Rankinovy
Mohr-Coulombova teorie plochy kluzu

V této oblasti se pridava Rankinova plocha kluzu. Kritérium omezuje maximalni hlavni
napéti odpovidajici pevnosti v jednoosém tahu.

2 2
Potom| Frx = 0,, + — 0. sin t9+—7'[>— , 187
RK m 73 s ( 3 ft ( )

kde f; je pevnost v tahu. Rankinova plocha plasticity odpovida asociovanému zakonu toku.

g ot _
Dale plati f; = P



Drucker-Prageruv model

Tento model se standardnim Drucker-Pragerovym
kritériem lze pouZit pro popis plastického chovani zemin,
hornin a betonu. Lze ukazat, Ze Drucker-Pragerova plocha
plasticity v prostoru hlavnich napéti je tvorena kuzZelem.
Na rozdil od Mohr-Coulombova kritéria Drucker-Pragerovo
kritérium neni zavislé na Lodeho uhlu (treti invariant
deviatoru napéti). Potom vysledna vzdalenost plochy
plasticity na deviatorové roviné vii¢i hydrostatické ose

je konstantni.

01=0,=03 y %1

Ve tri rozmérném prostoru, Drucker-Pragerovo
kritérium plasticity je definovano vztahem

Fpp =05+ foy, — Oyt (187) o
AN AA R ]
kde ¢, = = 32 =y =i

o, je hydrostatické napéti, /, je druhy invariant deviatorového

tenzoru napéti, § a o,,; jsou materialové parametry.

Obecné Drucker-Prageriiv model vyuZiva neasociovany zakon toku. Odpovidajici
plasticky potencial lze vyjadrit takto:

Qpp = 05 + 0P om, (188)

kde ¢ je faktor dilatance.



Lze provést porovnani obou modelt. % %

Je evidentni, Ze Drucker-Pragerovo
kritérium kluzu muZe aproximovat Mohr-
Coulombiv stav poruseni, bud’ jako
obalujici kuzel nebo jako vlozeny kuZel.
Vysledkem jsou materialové vlastnosti
Drucker-Pragerova modelu odvozené

z Mohr-Coulombova modelu. Obalujicf kuzel VloZeny kuel
g : 6 sin @ 6sin ¢

Vztahy lze dat do relace k pevnosti v tahu f; = e _
a k pevnosti v tlaku f, V3(3 —sin ) V3(3 +sin ¢)
b del b b Thet 6 csing 6 csing

ro model betonu musi byt uvedeny Oyt = : Oyt = _
Drucker-Pragertiv model popis upraven V3(3 —sin ) V3(3 +sin @)
o doplnéni dalsiho kritéria. 30y 30yt

fae e
Obecné komplexni poruseni nelze popsat pouze jednou plochou
kluzu (plasticity). Koncepce vice ploch plasticity (multi-surface)
dovoluje definovat spojit jednotlivé plochy v zavislosti na danych
pripadech poruseni, tak jak bylo ukazano u Mohr-Coulombova
modelu. To znamen4, plocha plasticity sestava z rady dilcich ploch .
obalujici vnitini pruznou oblast. Takto tvorena plocha nemusi byt
hladka v prostoru napéti. Toto miliZe byt zdrojem nejednoznacného
reseni a zdrojem selhanti pri reseni.

02

03

o 01
01=02=03



Vyraz pro zakon toku v pripadé vice ploch plasticity

n
deP! = Z dan%, (189)
n

kde n je pocet aktivnich ploch plasticity, deP' je prirtistek
plastické deformace, dA™ je méritko prirtstku plastické
deformace a Q"je plasticky potencial.

Pro kazdou jednotlivou plochu je nutno specifikovat zakon zpevnéni.

Prirtistkové rovnice pro plasticitu s vice povrchy a nezavislou na rychlosti zatéZovani
vedou k systému nelinearnich rovnic pro prirtistek plastické deformace, proménny
prirtstek zpevnéni a napéti.

Materialové modely pro modelovani betonu

Modifikovany Drucker-Prageriiv model 1

Pro beton se pouziva modifikovany Drucker-Prageriv (DP)

model. Klasicky DP model je nerealisticky v oblasti tahu. 4 71
Beton se vyznacuje malou pevnosti v tahu vii¢i ndsobné ;

pevnosti v tlaku. Tento jev nelze vystihnou jednou plochou

plasticity. Kombinaci dvou DP modelii Ize ziskat uvedeny

nedostatek kompenzovat. Model je tvoren dvéma kuzely.



Prvni DP kuZel popisuje poruseni v tahové a tahoveé-tlakové oblasti napéti. DP parametry
materialu pro DP plochu kluzu se nastavi podle jednoosé pevnosti v tahu R; a podle
jednoosé pevnosti v tlaku R,.. Potom funkce plochy plasticity

FDPl = Oy + IBt(KC) Kt)o-m - Uyt(Kc; Kt)) (190)

kde

e SR R ) 2R 40, ()R, ey )

a o t(K ;Kt) = .
(Rafc(icd) + R () 7 V3(Raf2e(ied) + Ry, ko)
Napéti o, a 0,,, byla jiZ uvedena, (2; je funkce zpevnéni/zmeékceni v tahu, 2. je funkce

zpevnéni/zmeékceni v tlaku
a K., K; jsou odpovidajici proménné zpevnéni.

Druhy DP kuZel popisuje poruseni v tlakové-tlakové oblasti napéti. Plocha plasticity
je odvozena z jednoosé pevnosti v tlaku R, a biaxialni pevnosti v tlaku R,
Funkce plochy plasticity

\/§(R e Rd) 2Ry Ry
Fppy = 05+ B0y, — 0y:2.(k.), [(191) kde B, = - O = :
DP2 s cOm ytiéc\ K¢ it DR yc \/§(2Ru SR

Obecné plati, Ze pouzity zakon toku u modifikovaného Drucker-Pragerova modelu

VVVVVV

plastické potencialy jsou dany vztahem
Qpp1 = 0s + 0tft0m | @ | Qppy = 05 + 6.BcOm, (192)

kde §; a §, jsou hodnoty dilatance pro tah a tlak. Ve specialnim pripadé §; = 6, = 1
je zakon toku asociovany.




Menetrey-Willamiiv model

Materialove modely, které jsou zaloZeny na plochach kluzu podle Drucker-Pragera
nezohlednuji vliv tzv. Lodeho thlu nebo jinak treti invariant deviatoru napéti. Vzdalenost
plochy kluzu od hydrostatické osy je v deviatorové roviné konstantni. V zavislosti

na podminkach zatiZzeni nemusi byt tento predpoklad pro beton platny. Menetrey-
Willamuv model je zaloZen na Willam-Warnkeové plose kluzu, ktera je funkci prvniho
invariantu tenzoru napéti I;, druhého invariantu deviatoru napéti J, a uhlu 6.

* Porovnanim plochy kluzu Menetrey-Willama
modelu se standardni plochou kluzu v
deviatorove rovineé je vliv Lodeho thlu zrejmy.

* Rankinova plocha kluzu a Mohr-Coulombova
s plocha kluzu je také zavisla na Lodeho uhlu.

* Narozdil od Mohr-Coulombovych a Rankinovych

Plochy kluzu v devidtorové roviné ploch kluzu je Menetrey-Willamova plocha kluzu
{t 2 E E pis _E hladka.
B0 V3

V pripadé Menetrey-Willamova modelu plocha plasticity

CZ(KC) Kt) 1
Fyw = V2& +7(8,e)o| + 0% — =0, (193
mw C3 (Kc' Kt) [ € ( )Q] ¢ C3 (Kc: Kt) ( )
4(1 — e?)cos?6 + (2e — 1)2
kde r(8,e) = ( ) ( )

2(1 —e?)cosO + (2e — 1)\/4(1 — e?)cos?0 + 5e? — 4e



Ve vzorcich ¢, p a 6 jsou Haigh-Westergaardovy souradnice napéti, k., k; jsou proménné
zpevnéni v tlaku a tahu, ¢,, c3 a e jsou parametry modelu. Haigh-Westergaardovy
souradnice napéti lze vyjadrit pomoci invariant tenzoru napéti

3v3 Js

a tenzoru deviatorového napéti & = i11, 0=.2, a cos(30) =——.

V3 > i

Haigh-Westergaardovy souradnice napéti odpovidaji valcovému systému souradnic, kde
o je radialni vzdalenost od osy valce, 6 je azimut a ¢ je vyska. Parametry modelu c,, c; ae
jsou provazany s jednoosou pevnosti v tahu R; a s jednoosou pevnosti v tlaku R, a
dvouosou pevnosti v tlaku Rj. Zahrnuji zpevnéni a zmékceni v tahu a tlaku.

Plasticky potencial Menetrey-Willamova modelu nezohlednuje Lodeho thel. Zakon toku
je neasociativni.
Vztahy pro plasticky potencial

Quw = 0% + By (ke k)0 + Cylice, k)€, | (194) arctan NGT, i
C

2f.(1cp) tanyp — V2, (k,, k) i By (k¢ Kt) +2ft(Kc' Kt)
V3(1 —V2tany) A A V2 B

1
Ji < Y < arctan— = 35,3°,

kde Bg(Kc: Kt) ==

Materialové modely, které byly uvedeny se uspésné pouzivaji pro reseni ocelovych
konstrukci, keramiky, malty a prostého betonu. Modelovani Zelezobetonu se da realizovat
portiznu (11 riznych nastaveni materidlovych modeli Rankine, Drucker-Prager a
Menetrey-Willam pro beton v programu ANSYS).



Modelovani zelezobetonu

Déleni na:
* Nelinearni modely betonu s rozmazanou vyztuzi,
* Nelinearni modely betonu s diskrétni vyztuzi nelinearni vyztuzi,

* Nelinearni modely betonu s trhlinami s pridanim modelu vyztuze atd.

Pri modelovani Zelezobetonu masivnich konstrukci se osvédcil postup, kdy se beton
modeluje s uzitim modifikovaného Drucker-Pragerova modelu a nebo uzitim Menetrey-
Willamova modelu v kombinaci s diskrétni vyztuZzi. Prvni z modeld je stabilnéjsi pri
reseni, ale dava méné presné vysledky. Rozdil ve vysledcich neni vyznamny. Pouziti
modelu betonu s trhlinami (napr. Willam, K. J. a Warnke, E. D.) jde realizovat pouze

u dil¢ich mensich modeld. Priristky zatiZeni musi byt malé, a i tak modely Spatné
konverguji. Existuji dalSi modely napr. ,microplane model “ (Bazant) pro postupné
poruSovani betonu a kamene. DilleZitym aspektem je moznost pouzitymi modely reset
konstrukeci jako celek a neomezovat se reSenim na jednom konstrukénim prvku.

U Drucker-Pragerova modelu s diskrétni vyztuzi se zprvu zadavaji idaje jako u linearnich
modeli tj. modul pruZnosti E, soucinitel pricné kontrakce v a specifickou hmotnost g.
Dale u betonu se zada jako minimum udaji pevnost betonu v jednoosém tahu Ry,

pevnost betonu v jednoosém tlaku R, a biaxialni pevnost betonu R;. U oceli je nutno
doplnit udaj o mezi kluzu g, (R, nebo f,) a zpevnéni (sklon druhe vétve aproximujici
jednoosou tahovou zkousku - E};), popripadé pouZit prfimo model pro betonarskou vyztuz.



Prosté uloZeny Zelezobetonovy nosnik

Nosnik o délce 4000 mm (prurezové
rozmeéry S. 150 mm, v. 400 mm) je z betonu
tridy B35/45 a vyztuZen betonarskou
vyztuzi tridy B500B.

Podepreni nosniku je 80 mm od konct.
ZatiZeni je rovnomérneé spojité pusobici
na horni ploSe nosniku. Vlastni tiha neni
uvazovana.

Re$eni metodou koneénych prvki

S vyuzitim prostorovéeho vypoctového
modelu. Pouziti programu ANSYS

s modulem multiPlas. Déleni na konecné
prvky betonu a vyztuze ilustruji obrazky.

Nelinearni materialovy model oceli -
zjednodusSené bilinearni pribéh (o-¢)
S izotropnim zpevnénim.

Nelinearni materialovy model betonu -
Menetrey-Willam (TB,CONCR,,,MW)

s exponencialnim zmékcenim
(TB,CONCR,,,HSD2).

2 x 100 mm 17 x 200 mm

+ | |

I | @14 mm

1.0 6 mm

400 mm

/% 3840 mm

__|[>

? 14 mm

4000 mm

Prosté ulozZeny Zelezobetonovy
nosnik

~ Okrajové podminky

v Y, .4 Model diskretizované
vietné zatiZeni

Beton - déleni na

8 uzlovy prvek .
vh konecné prvky

SOLID185
a prvek REINF264

gj<0)
generované vazby mezi P

protinajicimi se prvky

Nelinearni pretvoreni
betonu v tlaku:

-,

el<0)



Nelinearni materialovy model oceli:
modul pruznosti E, = 200 GPa,

soucinitel pricné kontrakce v = 0,3,
specificka hmotnost p = 7850 kg.m3,
zpevnéni ET = 516 MPa.

Nelinearni materialovy model betonu:
modul pruznosti E, = 34 GPa,

soucinitel pricne kontrakce v =0,2,

specifickd hmotnost p = 2500 kg.m3,

pevnost v tlaku R, = 43 MPa,

pevnost v tahu R, =3,2 MPa,

dvouosa pevnost v tlaku R, = 51,6 MPa,

uhel dilatance v tahu 6, = 10°,

uhel dilatance v tlaku 6, = 0°,

plastickeé pretvoreni odpovidajici jednoosé pevnosti
v tlaku x_,, = 0,98529412.1073,

plastickeé pretvoreni odpovidajici prechodu

z mocninného zakona k exponencidlnimu zmeékceni
K., =2,9941176.1073,

relativni napéti na pocatku nelinearniho zpevnéni
0,=04,

rezidualni (zbytkové) relativni napéti odpovidajici k,
0.,=0,6028,

rezidualni (zbytkové) tlakové relativni napéti
0.,.=0,1,

mad I plocha urcujicf lomovou energii G, = 65 N.m™,

u

rezidualni (zbytkové) tahové relativni napéti 2,. = 0,1.

1M M

=Y
s 4

Diagramy betonu
Nelinearni vypocet

ZatiZeni prikladano po krocich.
Prednastaveno 200 krokt (1 krok
1,666 kN.m2, reakce f, = 1000 N).
[teraCni vypocet Newton-Raphsonova
metoda. 185. krok je divergentni.

VysledKky vypoctu

Ziskano reSeni ve 184 krocich. Ziskany
hodnoty posunuti, pretvoreni, napéti
v uzlech a na prvcich. Jako ukazka
nelinearniho chovani nosniku je
prezentovana zména charakteru
prubéhu pole slozky napéti o, pri
zmeéné zatiZeni.



Pole slozky napéti o,

NODAL SOLUTION

1/8 MZ
ZatiZzeni 38,333 kN.m™

STEP=23
SUB =1
TIME=23
SX
RSYS=(
DMX
SMN
SMX

(AVE)

—
—.228E+07 —.128E+07
-, 178E+07 -786643

703922 LLT0E+07
207067

. 120E+07 L Z19E4+07

Stav betonu pri meznim zatiZeni 306,667 KN.m2

NODAL SOLUTION

1/4 MZ
ZatiZeni 76,667 kN.m™

STEP-46
SUB =1
TIME=46

SMI - J321E407

—
- 483E+07

—.304E+07 -.1268+07
- 394E+07 - 215E+07 -362353

531589

L232E407

L 143E+07

.321E+07

NODAL SCLUTION

STEP=184
SUB =19

Pole slozky posunuti u,

NODAL

SMX =.316E407

SOLUTTON

Pole slozky napéti o,

NODAL SOLULLON

STEP=6%
SUB =1
TIME=69

1/2 MZ
L_ ZatiZeni 153,333 kN.m2
;ﬁid 002776 “MNJ ‘

SMN 4. BHERFOT
MY = |323E+07

(V)

LA04E107 TILaEI07 REFERT

217276 3235407

3/4 MZ
Zatizeni 230,000 kN.m2

T
LEBSEIDT

E—
L186E108 C107E 08 IFTEET

— 1266400 735173

1278407

NODAL SOLUTION

Mezni zatiZeni (MZ)
306,667 kN.m

(AVE) -

R ———— e P

STEP-184
SUB =19
TIME=184
SX

RSYS=
DMK
SMN
SMK

—
- 2T4E+08 - 206E+08

- 240E408

-233332
-, 3636407

—. T03E+07
il

-.1728008 L 316E+07

SMX -.8B0E-03
— — —
--0L4732 -.01L263 - ERCITERD =-B55E-03 ~-274E+0D 2065409 ~.1335+08 ESTET 233332
-.012597 -.003523 -.006059 -.002569 - BB0E-03 - 2402408 - 1728408 - 10aEe0e - 3638407 3168407
NODAL SOLUTION P l 1 Vk lk 4 h NODAL SOLUTTON v Va7
ole slozKy celkoveho Pole sloZky napéti o,
SUB =19 SUB -19
TIME=1: v v rd TIME=184
EPTOX (RVG) t S (BVG)
s pretvoreni €, O
DM 015121 DMX =.015121
s .894E-03 SMN --.107E+08
SMX -.004086 SMX =.1B6E+0T
— —
SB94E-03 T212E-03 S001315 To02126 ~003533 “T107E+05 —T91E+07 - EEEE 366369
-.341E-03 .766E-03 Lo01673 002579 004086 - 9308407 - 518407 -.372Es07 -925934 - 186E+07
NODAL SOLUTION P 1 1 ,h v d NODAL SOLUTION P l l ’h v é
— ole hlavniho napetl 04 step-164 ole hlavniho napetl (o]
SUB =19 SUB =19
TIME-164 TIME-164
3 (AVG) 3 (RVG)
DX -.015121 DX -.015121
SMN =-179148 SMN =-.274E+08
EMX =.317E+07 EMX =664451
=179148 SE5684 - 131E407 . 206E+07 .280E+07 -.274E+08 -.212E408 08 . EGIE+DT 245E+
193368 936400 L168E+07 .2438+07 3178407 - 2438408 - 1815408 - 116E400 -.5578407 644

A

X



Stav betonu pii meznim zatiZeni 306,667 kKN.m2

NODAL SOQLUTICN

SUB =19

DMX =.015121
SMN =.188E-05
SMX =.165E-03

Pole hlavniho pruzného
5. pretvofent g,y

A

—
.188E-05

200E-04

L362E-04

I —
LFdbE-0d 111E-03 .1478-03

LG63E-04 926E-04 .129E-03 . 1658-03

NODAL SOLUTION Pole hlavniho p]ast]CkéhO

STEP=184
SUB =19 v v ’
TIME=184
s .., pletvoreniey
DMX =.015121

SMX =.00407

5

o L904E-03 001809
4528-03 001357

002261

002713

.00
003165

3617
.00407

NODAL SQLUTICN

Pole hlavniho celkového

SUB =19

S5 .. pretvoreni g,

DMX =.015121
SMN =.1B8E-05
SMK =.004119

A

—
~188E-05
. 459E-03

S
S917E-03 001832 002747 003662

001374 002289 003204 .004118

NODAL SOLUTION

SUB =19

DMX =.015121
SMN =-.803E-03
SMX =.697E-05

Pole hlavniho pruzného
wn we  pletvolent gy s

A

—
=.803E-03

-.713E-03

. 623E-03

—
-.2435-03 — 283600 - 6316-04
-.533E-03 -.353E-03 - 173E-03 . §97E-05

NODAL SQLUTICN

Pole hlavniho plastického
S e pretvorenie, s

DMX =.015121
SMN =-.333E-03
SMX =.816E-04

A

—
S333E-0% —.241E-03 ~.1a95-03
-.287E-03 -.1958-03

-.10

3E- 10

3

BN

-.106E-04

—
395£-04
LBL6E-04

NODAL SOLUTION

Pole hlavniho celkového

DMX =.015121
SMN =-.894E-03
SMX =.830E-04

U5 .. pretvoreni g, 3

S.B94E-03
-.786E-03

~.E7IE-03

L Lm—
~.4£05-03 ~ZazE 03 . ZABE-04
-.5688-03 -.351E-03 -.133E-03 839E-04

Stav betonu prii postupném pritéZovani z 0 kN.m2 do 306,667 KN.m2 (MZ)

Napéti o, = 3,2 MPa

Bod v polo

&

elx

gel,x [']

zatez. krok

pLx

gpl,x [']

viné rozpéti - spodni plocha - stied nosniku

zatez. krok

Napéti o, = 3,2 MPa;




2 (MZ)

Stav betonu pii postupném pritéZovani z 0 KN.m?2 do 306,667 KN.m

horni plocha - st

306,667 kN.m2
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Cyklicka plasticita a unava materialu
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